
❈❛t❝❤✐♥❣ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙❦②✿

▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❧✐❣❤t ✈❡❝t♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✉s✐♥❣

s❛t❡❧❧✐t❡s

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❉♦❦t♦r❣r❛❞❡s ❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ✉♥❞
◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥

❋❛❝❤❜❡r❡✐❝❤ P❤②s✐❦ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♠❜✉r❣

✈♦r❣❡❧❡❣t ✈♦♥

❏♦♥❛s ❋r❡r✐❝❦

❛✉s

❘❤❛❞❡

❍❛♠❜✉r❣
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●✉t❛❝❤t❡r ❞❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✿ ❉r✳ ❑❛✐ ❙❝❤♠✐❞t✲❍♦❜❡r❣
Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛r❝✉s ❇rü❣❣❡♥

❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r Prü❢✉♥❣s❦♦♠♠✐ss✐♦♥✿ ❉r✳ ❑❛✐ ❙❝❤♠✐❞t✲❍♦❜❡r❣
Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛r❝✉s ❇rü❣❣❡♥
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉✐❡t❡r ❍♦r♥s
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❑♦♥st❛♥t✐♥♦s ◆✐❦♦❧♦♣♦✉❧♦s
❉r✳ ❍②✉♥❣❥✐♥ ❑✐♠

❱♦rs✐t③❡♥❞❡r ❞❡r Prü❢✉♥❣s❦♦♠♠✐ss✐♦♥✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉✐❡t❡r ❍♦r♥s

❉❛t✉♠ ❞❡r ❉✐s♣✉t❛t✐♦♥✿ ✵✼✳✶✵✳✷✵✷✹

❱♦rs✐t③❡♥❞❡r ❞❡s ❋❛❝❤✲Pr♦♠♦t✐♦♥s❛✉ss❝❤✉ss❡s P❤②s✐❦✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛r❦✉s ❉r❡s❝❤❡r

▲❡✐t❡r ❞❡s ❋❛❝❤❜❡r❡✐❝❤s P❤②s✐❦✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❏✳ P❛r❛❦

❉❡❦❛♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ▼■◆✿ Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ◆♦r❜❡rt ❘✐tt❡r





❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✭❉▼✮ s❡❛r❝❤❡s ❜❡②♦♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡❛s♦♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞✴♦r ❧✐❣❤t ❞❛r❦ s❡❝t♦rs
✭❉❙✮✳ ❚❤❡s❡ r❡❝❡✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐❞❡
✇✐t❤ r✐❝❤ ♣❤②s✐❝s ❛❝r♦ss ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉❙ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ s❤♦✇ ✉♣ ❛t ❝♦❧❧✐❞❡rs✱ ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s❡❛r❝❤❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉❝❧❡❛r r❡❝♦✐❧ s❡❛r❝❤❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧♦✇ ♠❛ss ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♣❡♥s ✉♣ ♥❡✇ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣
♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣
♥❡✇ ❤❡❛✈② st❛t❡s✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❉❙s✱ ♥❛♠❡❧② t❤♦s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛

❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ✭❉P✮ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❉P ✐s ❛ ✇❡❧❧✲♠♦t✐✈❛t❡❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❛❝t ❛s ❛ ♠❡❞✐❛t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ✭❙▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❉❙ ❜✉t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r✐❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ❜② ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦
❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❊❲P❖✮ ❛t ❤✐❣❤ ❉P ♠❛ss❡s t♦ t❤❡ s✉❜t❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
❛ ❧✐❣❤t ❉P ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭❊▼✮✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉P t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ t❤❡♦r② ✈✐❛ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❦✐♥❡t✐❝
♠✐①✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠✐①✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✈✐❛ t❤❡ Z
❜♦s♦♥ ♠❛ss ♦r t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛ ❧✐❣❤t ❉P ❞❡❝♦✉♣❧❡s ❢r♦♠
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛t ❝♦❧❧✐❞❡rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐s t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣②
t❤❡♦r② ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ❜♦s♦♥✳
❚❤✐s ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥ ❛♥ ❙▼ ♣❧❛s♠❛✳ ❲❡

✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♦❧❛r ❉P ✢✉① ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ♦❢ s♦❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❉P ✢✉① ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❉Ps✳ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✱ ❛
s♦❧❛r ①✲r❛② t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜♦♦st ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣✉③③❧❡ ❛♥❞ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ❛s ❛ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❆❢t❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
t♦♣✐❝✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r ✭▲P❋✮ ♠✐ss✐♦♥ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r
✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉P❉▼✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❛ ✏♥♦✲❣♦ t❤❡♦r❡♠✑✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉Ps ✉s✐♥❣ ▲P❋ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r
♦t❤❡r ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❝❛✈❡❛ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ▲P❋
✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✏❣❡♥❡r❛❧ ❉Ps✑✱ ✐✳❡✳ ❉Ps ❣❛✉❣❡❞
✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ❙▼ s②♠♠❡tr✐❡s s✉❝❤ ❛s B − L✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢
▲P❋ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❉▼ s✐❣♥❛❧✱ ❡♠♣❤❛s✐s✐♥❣ ✇❤② ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♣r♦❥❡❝ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉❛s ❋❡❤❧❡♥ ✈♦♥ ❙✐❣♥❛❧❡♥ ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❙✉❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❞✉♥❦❧❡r ▼❛t❡r✐❡ ✭❉▼✮ ❥❡♥s❡✐ts
✈♦♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❜✐❡t❡t ❡✐♥❡♥ ❡①③❡❧❧❡♥t❡♥ ●r✉♥❞✱ s❝❤✇❛❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ✉♥❞
❧❡✐❝❤t❡ ✏❞✉♥❦❧❡ ❙❡❦t♦r❡♥✑ ✭❉❙✮ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❞✐❡s❡ ③✉ st✉❞✐❡r❡♥✱ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r
s♦✇♦❤❧ ✈♦♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡r ❙❡✐t❡ ♠✐t r❡✐❝❤❤❛❧t✐❣❡r P❤②s✐❦
ü❜❡r ✈✐❡❧❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❤✐♥✇❡❣✳ ❆❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❣❡♥❛✉❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s
❉❙ s✐♥❞ ❙✐❣♥❛❧❡ ❛♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡r♥✱ ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✉❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐♥ s♣❡③✐❛✲
❧✐s✐❡rt❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ③✉r ❞✐r❡❦t❡♥ ❉❡t❡❦t✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❙✉❝❤❡♥
♥❛❝❤ ❘ü❝❦stöÿ❡♥ ✈♦♥ ❆t♦♠❦❡r♥❡♥ st❛r❦ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥✳ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡
▼❛ss❡ ❞✐❡s❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐❤r❡ ❞✐r❡❦t❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ✐♠ ▲❛❜♦r ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❞❡♥ t②♣✐s❝❤❡♥
❍♦❝❤❡♥❡r❣✐❡✲❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡r♥✱ ❞✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ s✐♥❞✱ ✉♠ s❝❤✇❡r❡r❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ③✉ ❡♥t❞❡❝❦❡♥✳
❉✐❡s❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐r❞ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❜r❡✐t❡♥ ❑❧❛ss❡ ❛♥ ❉❙✲❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt ❜❡s❝❤ä❢t✐✲

❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❉❙✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❉✉♥❦❧❡s P❤♦t♦♥ ✭❉P✮ ✐♥ ✐❤r❡♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥✲❙♣❡❦tr✉♠ ❡♥t❤❛❧✲
t❡♥✳ ❉❛s ❉P ✐st ❡✐♥ ✇♦❤❧♠♦t✐✈✐❡rt❡r ❑❛♥❞✐❞❛t ❢ür ♥❡✉❡ P❤②s✐❦✱ ❞❛ ❡s ❛❧s ▼❡❞✐❛t♦r ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♠ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧❧ ✭❙▼✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❉❙ ❞✐❡♥❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❜❡r ❡s ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❛✉❝❤ ❛♥ s✐❝❤
❡✐♥❡ r❡✐❝❤❤❛❧t✐❣❡ P❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❡ ❜❡r❡✐t❤ä❧t✳ ❉✐❡s❡ r❡✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ✐♥❞✐r❡❦t❡♥ ✭✏♦❜❧✐q✉❡✑✮
❑♦rr❡❦t✉r❡♥ ③✉ ❡❧❡❦tr♦s❝❤✇❛❝❤❡♥ Prä③✐s✐♦♥s♦❜s❡r✈❛❜❧❡♥ ✭❊❲P❖✮ ❢ür ❤♦❤❡ ❉P✲▼❛ss❡♥ ❤✐♥
③✉♠ s✉❜t✐❧❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s ✭❊▼✮✳ ❉✐❡s❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❊✐♥✲
❧❡✐t✉♥❣ ③✉r ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡s ❉P ③✉r ✈♦❧❧❡♥✱ ❡❧❡❦tr♦s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞✉r❝❤
❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ❜✐❡t❡♥✳ ❲✐r ✇❡r❞❡♥ ❞❡s✇❡✐t❡r❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐✲
♥❡r✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ▼✐s❝❤✉♥❣ ❞✐s❦✉t✐❡r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❞❡s Z✲❇♦s♦♥s ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❡♥
❙tü❝❦❡❧❜❡r❣✲▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s✳ ❲✐r ✇❡r❞❡♥ ③❡✐❣❡♥✱ ✇✐❡ ❡✐♥ ❧❡✐❝❤t❡s ❉P ✈♦♥ ❞❡♥ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡♥
❛♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡r♥ ❡♥t❦♦♣♣❡❧t ✉♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❊❧❡❦tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐s♠✉s ❛❧s ◆✐❡❞r✐❣✲❊♥❡r❣✐❡✲❚❤❡♦r✐❡ ❛✉s ❞❡r ▼✐s❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❍②♣❡r❧❛❞✉♥❣s✲❇♦s♦♥
❤❡r✈♦r❣❡❤t✳
❉✐❡s❡ ▼✐s❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ P❤♦t♦♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡ ❊✛❡❦t❡ ❞❡s ❉P ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❧❛s✲

♠❛ ❛✉s ❙▼✲❚❡✐❧❝❤❡♥✳ ❲✐r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ P❧❛s♠❛✲❊✛❡❦t❡ ♥✉t③❡♥✱ ✉♠ ❞❡♥ ❋❧✉ss
❛♥ s♦❧❛r❡♥ ❉P ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❡r ❛✉s ❞❡♠ P❧❛s♠❛ ❛♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙♦♥♥❡ ❤❡r✈♦r❣❡❤t✳
■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ●r♦ÿt❡✐❧ ❞❡r ❋❛❝❤❧✐t❡r❛t✉r ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ✉♥s ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s
s♦❧❛r❡♥ ❋❧✉ss❡s ❞❡r ❉P ❣❡♥❛✉❡r ❛♥s❡❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❛✉❢③❡✐❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
❞✐❡s❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❍❡❧✐♦s❦♦♣✲❙✉❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❉P ❜✐❡t❡t✳ ❆✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥
❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✲❉❛t❡♥✱ ❡✐♥❡♠ ❚❡❧❡s❦♦♣ ③✉r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r s♦❧❛r❡♥ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣✱ ③❡✐✲
❣❡♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❞❡r ❙❡♥s✐t✐✈✐tät s✐❣♥✐✜❦❛♥t s❡✐♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ✐st
✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ ✐♠ ❑♦♥t❡①t ③✉❦ü♥❢t✐❣❡r ❍❡❧✐♦s❦♦♣✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✱ ✇❛s ❛✉❝❤ ✐♥ ❦✉r③❡♥ ❩ü❣❡♥
✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✐r❞✳
❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ❛✉❢ ❞❛s ❘äts❡❧ ❞❡r ❞✉♥❦❧❡♥ ▼❛t❡r✐❡

❦♦♥③❡♥tr✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡s ❉P ❛s ❉▼✲❑❛♥❞✐❞❛t❡♥ ❤❡r❛✉sst❡❧❧❡♥✳ ◆❛❝❤
❡✐♥❡r ❦✉r③❡♥ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❛✱ ✇❡r❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r ✭▲P❋✮ ▼✐ss✐♦♥
❛❧s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ③✉r ❞✐r❡❦t❡♥ ❉❡t❡❦t✐♦♥ ✈♦♥ ✉❧tr❛✲❧❡✐❝❤t❡r ❉P❉▼ ✐♥❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ■♠ ❙t✐❧❡
❡✐♥❡s ✏◆♦✲❣♦✲❚❤❡♦r❡♠✑ ③❡✐❣❡♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ▲P❋ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❦✐♥❡t✐s❝❤ ❣❡♠✐s❝❤t❡
❉P ③✉ ❞❡t❡❦t✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ●r❛❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛♥✲
✇❡♥❞❜❛r ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥ ✇✐r✱ ❞❛ss ▲P❋ ❡✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡s
■♥str✉♠❡♥t ✐st✱ ✉♠ ✏✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡ ❉P✑ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ❉P ❞✐❡ ✉♥t❡r ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❙②♠✲
♠❡tr✐❡♥ ❞❡s ❙▼ ❣❡❡✐❝❤t s✐♥❞ ♠✐t B − L ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧✳ ❲✐r ③❡✐❣❡♥ ❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◆❡❜❡♥❦❛♥ä❧❡



✐✐✐

✈♦♥ ▲P❋ ❡✐♥ ♠ä❝❤t✐❣❡s ❲❡r❦③❡✉❣ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ❡✐♥ ❙✐❣♥❛❧ ❞❡r ❞✉♥❦❧❡♥ ▼❛t❡r✐❡ ③✉ ❡♥t❞❡❝❦❡♥✳
❉❛❜❡✐ ❜❡t♦♥❡♥ ✇✐r✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡s❡ ❙✉❝❤❡ ❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❜❡ss❡r ❛❧s ❡✐♥❡ ❙✉❝❤❡ ♠✐t❤✐❧❢❡
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✹✳✷ ❆ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✹✳✸ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✸✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✹✳✸✳✷ ◆♦♥✲t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ❉❛r❦ P❤♦t♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷



✈✐✐✐ ❈♦♥t❡♥ts

✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿ ●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆
P❛t❤✜♥❞❡r ✽✾
✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✳✶ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✶✳✷ ❆ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✶✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧s ❛t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✷ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✶✶✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✶✼

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✶✹✺

❊✐❞❡sst❛tt❧✐❝❤❡ ❱❡rs✐❝❤❡r✉♥❣✴❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦♥ ♦❛t❤ ✶✹✼



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙t❡❛❧ t❤❡ ❧✐❣❤ts ❢r♦♠ ♦✉r ❡②❡s

❚❛❦❡ ♠② ❜❧♦♦❞ ❢r♦♠ ♠② ❤❡❛rt

❲❡✬r❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❚❛❦❡ t❤❡ ❜r❡❛t❤s ❢r♦♠ ♠② ❝❤❡st

❚❛❦❡ t❤❡ t❤♦✉❣❤ts ❢r♦♠ ♠② ♠✐♥❞

❲❡✬r❡ ❧♦s✐♥❣ t✐♠❡✱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❉❛r❦ ▼❛tt❡r
P❡❛r❧ ❏❛♠

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✭❉▼✮ ✐s ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ♣✉③③❧❡
✐♥ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s ❬✹❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞
❛str♦♥♦♠②✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❧❡❢t ✇✐t❤ ♠❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s✿

❼ ■s ❉▼ ❛ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✭❇❙▼✮ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s❄

❼ ■❢ ✐t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❤♦✇ ✇❛s ✐t ♣r♦❞✉❝❡❞❄

❼ ❲❤② ❤❛✈❡♥✬t ✇❡ s❡❡♥ ✐t ✐♥ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥❄

❼ ❲❤② ❤❛✈❡♥✬t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥② ✭♥♦♥✲❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧✮ tr❛❝❡s ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❼ ❲❤② ❤❛✈❡♥✬t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐t ❛t ❝♦❧❧✐❞❡rs❄

❚❤✐s ❧✐st ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ❉▼ ♣✉③③❧❡✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❉▼ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❜② ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❜r♦❛❞ ❝♦♥s❡♥t ♦♥ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❉▼✶ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ❥✉st
❛ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐❡s✱ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ s♣❡❝✉❧❛t❡ ❛❜♦✉t t❤✐s
♣❛rt✐❝❧❡✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜♦t❤ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❤✐♥ts✳ ❋♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❲❡❛❦❧② ■♥t❡r❛❝t✐♥❣ ▼❛ss✐✈❡ P❛rt✐❝❧❡ ✭❲■▼P✮ ❤❛s
❜❡❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❉▼ s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡♦r② ✇♦r❦ ❬✻❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♥❡❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝ts ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t
♦r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s❝❛❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s✐③❡❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛♥ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t
❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❚❤✐s ✏❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✑ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡❞
❛ st✐❧❧✲❧❛st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❉▼✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ s❡❛r❝❤❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡✈✐✲

❞❡♥❝❡ t♦ ❞❛t❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❤✐♥ts ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✭❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✮ ♦✈❡r t✐♠❡ ❬✼✱ ✽❪✳
❚❤✐s ❤❛s ❜r♦✉❣❤t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ♦t❤❡r ❉▼ ❝❛♥❞✐✲
❞❛t❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❲■▼P ✇❛s ❛♥❞ ♠❛②❜❡ st✐❧❧ ✐s ❧❡❛❞✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❡r② ✇❡❧❧✲♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞
♠♦st s♦✉❣❤t✲❛❢t❡r ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠
s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ❧✐❣❤t❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢❡❡❜❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆ ❜✐❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❛①✐♦♥ ✇❤✐❝❤✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❲■▼P✱ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛

✶◆♦t❡ t❤❛t ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✭P❇❍s✮ ❬✺❪ ❛r❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ♥♦♥✲♣❛rt✐❝❧❡ ❉▼ ✭s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳
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str♦♥❣ t❤❡♦r② ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤✐s t✐♠❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❈P ♣r♦❜❧❡♠ ❬✾✕✶✶❪✳ ■t ❤❛s ♦♣❡♥❡❞
✉♣ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦r ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳
◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐s ✈❡r② ❧♦♥❣ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ ♥♦♥✲

❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❉▼ ♠✐❣❤t ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣✐✈❡ ❛✇❛② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳✷

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ②❡t ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❇❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❞❛r❦
♣❤♦t♦♥✸ ✭❉P✮ ❬✶✾✱ ✷✶✕✷✸❪ ♦r ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s ❬✷✵✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡❝❡✐✈❡s ✐♥tr✐❣✉✲
✐♥❣ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ str✐♥❣ t❤❡♦r② ❬✷✻✕✷✽❪ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❡①tr❡♠❡❧② ❧✐❣❤t ♥❡✇ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥s✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s ❞❡❡♣ t❤❡♦r② ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❛ ♠❡❞✐❛t♦r t♦ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠
s✐♠♣❧❡ s❡t✉♣s s✉❝❤ ❛s ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✷✾✱ ✸✵❪ t♦ ❝♦♠♣❧❡① s❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❛ ♠✐rr♦r
❞❛r❦ s❡❝t♦r ❬✸✶✱ ✸✷❪✳
❚❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♠♦t✐✈❛t❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P ❛s ❛ ❇❙▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ❉✉❡

t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥ ❞❛r❦ s❡❝t♦r s❡t✉♣s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❉P ♠♦❞❡❧✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ ❧✐❡
♠♦st❧② ♦♥ ❧✐❣❤t❡r ❉Ps✱ ✐✳❡✳ ✇❛② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ✭❊❲✮ s❝❛❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤❡❛✈✐❡r ❉Ps
❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s Z ′ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✇✐❧❧ r❡s❡♠❜❧❡ ♠♦r❡ t❤❡ Z ❜♦s♦♥
t❤❛♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❉P ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉P ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ U(1)Y ♦❢ t❤❡
❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣
t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛s ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞
✉s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣❤②s✐❝s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❉P ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥
♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❢✉❧❧② t✉r♥ t♦ t❤✐s ❧♦✇✲❡♥❡r❣②
r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦❧❛r ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉Ps✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❝❛♥ ❜♦♦st t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♣r♦s♣❡❝ts ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ①✲r❛② t❡❧❡s❝♦♣❡ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧
❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧✲
♦❣② ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❙✉♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣✱ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ❉▼✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥
✇✐t❤ ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉▼✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ q✉✐❝❦❧②
❣❧❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❉Ps ❢r♦♠ t❤❡ ❙▼ ❜❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡✱ ❤✐♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛t ❉❛r❦ P❤♦t♦♥
❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✭❉P❉▼✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❦❡t❝❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ✇❛✈❡ ❉▼✱ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞
✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ❉Ps ❛s ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛r❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ ♦♥ t❤✐s ❜② ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♥ t❤❡ ❉P ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲
❧✐❣❤t r❡❣✐♠❡❀ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❝r✉t✐♥✐s❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
❢♦r ❉P❉▼ ✉s✐♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♦❢
t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ✏❣❡♥❡r❛❧✑ ❉P ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✇❤✐❝❤ s✉♠♠❛r✐s❡s
t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇♦r❦
✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts ~ = c = 1 ✐❢ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✷❲❤✐❧❡ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✱ t❤❡ ♠❛♥② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❢♦r t❤❡
❳❊◆❖◆✶❚ ❡①❝❡ss ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ♠✉❝❤ r♦♦♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❬✸✱ ✶✸✕
✶✽❪✳

✸❆❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣❛r❛♣❤♦t♦♥ ❬✶✾❪ ♦r ❤✐❞❞❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❬✷✵❪✳



✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

❑❛r♠❛ P♦❧✐❝❡✱ ❛rr❡st t❤✐s ♠❛♥

❍❡ t❛❧❦s ✐♥ ♠❛t❤s

❍❡ ❜✉③③❡s ❧✐❦❡ ❛ ❢r✐❞❣❡

❍❡✬s ❧✐❦❡ ❛ ❞❡t✉♥❡❞ r❛❞✐♦

❑❛r♠❛ P♦❧✐❝❡
❘❛❞✐♦❤❡❛❞

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❉P ✐♥✲❞❡♣t❤✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜② ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳
❋r♦♠ t❤❡r❡ ✐t ✐s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞✐s❝✉ss ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❊❲P❖✮ ❛♥❞
❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛st ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❣♦ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
❡✛❡❝ts ❡①❝❡♣t ❢♦r ♣❤♦t♦♥✲♠✐①✐♥❣ ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✈❛❝✉✉♠
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
❧✐❦❡ ❧♦✇ ♠❛ss ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r
❝❤❛♣t❡r ✸ ♦♥ s♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❉Ps ❛s ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉▼
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✫ ✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❤❡❛✈✐❡r ❉Ps✱ ❤❡❛✈② ❤❡r❡
t②♣✐❝❛❧❧② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♠❛ss❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ 1▼❡❱✳

✷✳✶ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s

❚❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✭❙▼✮✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♦♥❧② t❤r❡❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦rt❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙▼ ❛♥❞
❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❛r❦ s❡❝t♦r ✭❉❙✮✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦rt❛❧s ❛r❡

✶✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦r ❉P ♣♦rt❛❧✿ − ǫ
2F

′
µνF

µν ✇✐t❤ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥ A′
µ

✷✳ ❚❤❡ ❍✐❣❣s ♣♦rt❛❧✿ ǫφ2|H|2 ♦r ǫ|φ|2|H|2 ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ r❡❛❧✴❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r φ ✭■♥ ❝❛s❡ ♦❢
❛ r❡❛❧ s✐♥❣❧❡t ✜❡❧❞ φ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❞❞ t❡r♠s ❧✐♥❡❛r ✐♥ φ ❧✐❦❡ mǫφ|H|2✮

✸✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♣♦rt❛❧✿ ǫLHNR ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❢❡r♠✐♦♥ ✭r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞ ♥❡✉tr✐♥♦✮ NR ✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ ǫ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡
✈✐s✐❜❧❡ s❡❝t♦r ❛♥❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ H✱ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ✱
❛♥❞ L ❢♦r t❤❡ ❙▼ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❊▼✮ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡
♣❤♦t♦♥ Aµ✱ ❛♥❞ L ❢♦r t❤❡ ❧❡♣t♦♥✐❝ SU(2) ❞♦✉❜❧❡t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♠❛ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹
t❡r♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ❙▼ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡✇
♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❙▼ SU(3) × SU(2) × U(1) ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ ♦r ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ ❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s
✉♥❞❡r ❛ ♥❡✇ ❞❛r❦ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣✳
❉✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦rt❛❧ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛

♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❍✐❣❣s ♣♦rt❛❧ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ❍✐❣❣s ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❉P
♠❛ss✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss t❡r♠s ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❉P ♣♦rt❛❧✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ǫ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♥❛♠❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t❡r♠ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡✴✉♥♠✐①❡❞ U(1)s✳ ■t ✐s



✹ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s ♠✐①✐♥❣ t❡r♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ ♠✐①✐♥❣
♦❢ t✇♦ U(1)s ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❛t s❡t✉♣✱ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ t❡♥s♦r ✐♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❣❛✉❣❡
✐♥✈❛r✐❛♥t✳ P✉t s✐♠♣❧②✱ ✐♥ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ✐ts❡❧❢ ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❛♥❞
t❤✉s ❛ ♠✐①❡❞ t❡r♠ ♦❢ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ t❡♥s♦rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧
❣r❛❞✉❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ ❙▼ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣✳
❲❡ st❛rt ❜② ✇r✐t✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❜❡❢♦r❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❊❲❙❇✮✱

L =− 1
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ǫB 0 1
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W 3µν

Xµν



+
1

2
(Bµ,W

3
µ , Xµ)M




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W 3µ
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µ, gx j

x
µ

)





Bµ

W 3µ

Xµ



 , ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ǫB ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥✷ X ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡
♠❡❞✐❛t♦r B✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❯✭✷✮ tr✐♣❧❡tW 3 r❡t❛✐♥s ✐ts ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥② ♠✐①✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ❞❡♠❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❣♥♦r❡
W± ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡✐r ♠❛ss ♥♦r t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡
♣❤❛s❡ ❛❢t❡r ❊❲❙❇✱ t❤❡ ✭tr❡❡✲❧❡✈❡❧✮ ♠❛ss ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

M =
v2

4







g21 −g1 g2 0
−g1 g2 g22 0

0 0
4M2

X

v2






. ✭✷✳✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❉P ♠❛ss ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙▼ ❍✐❣❣s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ M ✐♥ t❤❡
✉♥❜r♦❦❡♥ ♣❤❛s❡ ❜② s❡♥❞✐♥❣ v → 0✳
❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜❡t✇❡❡♥ W 3 ❛♥❞ X ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s♦✉r❝❡
❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫB✳
❋♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡✱ ✇❡❛❦ ✐s♦s♣✐♥✸✱ ❛♥❞

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❛r❦✹ ❝✉rr❡♥ts jYµ ✱ j
3
µ✱ ❛♥❞ j

x
µ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳

❚♦✇❛r❞s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐s

❚❤✐s ❜❛s✐s ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ◗❋❚ t♦♦❧❦✐t ❛s t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ❛r❡
♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧✳ ❖✉r ❛✐♠ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ t♦ ♠♦✈❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤ts✳

✶■❢ ♦♥❡ ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❬✸✸✱ ✸✹❪✳
✷❲❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ A′✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♦♣t ❢♦r t❤✐s

♥❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ U(1) ♦❢ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡
❛♥❞ ♥♦t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳

✸❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡❞ ♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t✳
✹◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤✐s ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❙▼ ❛♥❞ ❇❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s✳



✷✳✶ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✺

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛r❡ ❉P ♠❛ss ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛r❡ ❙▼ ✈❡❝t♦r
❜♦s♦♥ ♠❛ss❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ W ❛♥❞ Z ♠❛ss❡s✳✺

❲❡ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❜♦s♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① K✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✜rst ♠❛tr✐①
✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✶✮✱ ✐♥t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ✈✐❛ GTKG = I ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ✜❡❧❞ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

G =



















1
√

1− ǫ2B

0 0

0 1 0

− ǫB
√

1− ǫ2B

0 1



















. ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ♠♦st ❡❧❡❣❛♥t ✇❛② t♦ s❡❡ t❤✐s ✐♥✈♦❦❡s t❤❡ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧✱ s②♠♠❡tr✐❝✱
♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✳✻ ❲❡ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦
r♦t❛t❡ G→ GO ✇❤❡r❡ O ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② t♦
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✳
❙✐♠♣❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❜r✐♥❣s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠

❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①

M̃ = GTMG =
v2

4













g21+4ǫ2B
M2

X
v2

1−ǫ2B
− g1 g2√

1−ǫ2B
− ǫB√

1−ǫ2B

4M2
X

v2

− g1 g2√
1−ǫ2B

g22 0

− ǫB√
1−ǫ2B

4M2
X

v2
0

4M2
X

v2













✭✷✳✹✮

=
v2

4





g̃1
2 + 4α2µ̃2 −g̃1 g2 −4αµ̃2

−g̃1 g2 g22 0
−4αµ̃2 0 4µ̃2



 , ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ µ̃2 ≡ M2
X/v

2✱ g̃1 ≡ g1/
√

1− ǫ2B✱ ❛♥❞ α ≡ ǫB/
√

1− ǫ2B ❢♦r ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❜❛s✐s ♠❛❦❡s ♦♥❡ t❤✐♥❣ ❛♣♣❛r❡♥t✿ ✐❢ t❤❡ ❉P ✇❛s ♠❛ss❧❡ss✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❊❲ ♣❤②s✐❝s✱ ✐✳❡✳ MX → 0

❛♥❞ g1 → g1/
√

1− ǫ2B✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ❞♦ ❛♥♦t❤❡r ❤❡❧♣❢✉❧ r♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧
♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r
tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣

O =







1√
1+α2

0 − α√
1+α2

0 1 0
α√
1+α2

0 1√
1+α2






✭✷✳✻✮

⇒ G′ = GO =
v2

4









1 0 − ǫB√
1−ǫ2B

0 1 0
0 0 1√

1−ǫ2B









, ✭✷✳✼✮

✺❋♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s t❤✐s ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✻❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r ǫB ≥ 1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛tr✐①
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❣♦ ✇✐t❤ t❤✐s s❡t✉♣ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥♥❡❝t
♠♦r❡ ❡❧❡❣❛♥t❧② t♦ ♦✉r ❧❛t❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣✱ ❝✳❢✳ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳



✻ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ✐♥t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ ❝✳❢✳ t❤❡
r❡♠❛r❦ ❛❜♦✈❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ②✐❡❧❞s

M̃′ = OTM̃O =
v2

4





g2Y −gY g2 −αg2Y
−gY g2 g22 αgY g2
−αg2Y αgY g2 α2g2Y + 4µ′2



 , ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✇r✐tt❡♥✼ gY ≡ g̃1/
√
1 + α2 = g1 ❛♥❞ µ′ = µ̃

√
1 + α2✳ ❲❡ s❡❡ ♥♦✇ ✇❤②

✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❊❲ ✷✲❜②✲✷ ♣❛rt ✐s r❡st♦r❡❞ t♦
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✭♣s❡✉❞♦✲✮❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✳✽

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏♣❤②s✐❝❛❧✑ ❜❛s✐s✾✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛✉❣❡
❜♦s♦♥ ♠❛ss ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❜② t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s✱

R1(θW ) =





cos θW − sin θW 0
sin θW cos θW 0

0 0 1



 , ✭✷✳✾❛✮

R2(ξ) =





1 0 0
0 cos ξ − sin ξ
0 sin ξ cos ξ



 , ✭✷✳✾❜✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst r♦t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✭♣s❡✉❞♦✲✮❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ θW ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦t❛t✐♦♥
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡s t❤❡ Z −X ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①✳
❉✉❡ t♦ ♦✉r ❝❧❡✈❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ M̃′✱ t❤❡ ✜rst r♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ✷✲❜②✲✷

✭❊❲✮ ♠❛tr✐① ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ cos θW = g2/(g
2
Y + g22)

1/2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♠❛ss ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡

M❊❲ = RT1 M̃
′R1 =

v2

4









0 0 0

0 g2Y + g22 αgY

√

g2Y + g22

0 αgY

√

g2Y + g22 α2g2Y + 4µ′2









✭✷✳✶✵✮

= M̃2
Z





0 0 0
0 1 α sin θW
0 α sin θW α2 sin2 θW + µ2



 , ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ Z ♠❛ss M̃Z =
√

g2Y + g22v/2 ❛s ✇❡❧❧ ❛s µ = µ′v/M̃Z ✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ♠❛♥② r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ t❛❜❧❡
✇✐t❤ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠
❡q✳ ✭✷✳✶✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ✐♥❞❡❡❞✱ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤
❛s ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ✷✲❜②✲✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❡ ♥❡✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊❲ s❡❝t♦r ǫB
✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✱ ♠❛❦❡s t✇♦ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ M❊❲ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛t ❧❡❛st ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♠❛ss❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♠❛ss s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜r❡❛❦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳

✼❚❤✐s s❡❡♠✐♥❣❧② ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ ✏❙tü❝❦❡❧❜❡r❣✲❢r✐❡♥❞❧②✑ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss
♠❛tr✐① ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✹✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ α ❛♥❞ ǫB ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✱ t❤✉s
gY 6= g1✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳

✽❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ t❤❡ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❙▼✳
✾❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♦♥❡ ❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♥♦t

✐❞❡❛❧ ❜✉t ❞✉❡ t♦ ♦✉r ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠❛ss❡s✱ t❤✐s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✉s❡❢✉❧ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✳



✷✳✶ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✼

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❑▼✮ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭▼▼✮ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❙t▼✮

µ̃ MX

v
MX

v
MX

v

δm ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ mY

MX

g̃1
g1√
1−ǫ2B

g1√
1−ǫ2B

g1√
1−ǫ2B

α ǫB√
1−ǫ2B

ǫB√
1−ǫ2B

ǫB−δm√
1−ǫ2B

gY
g̃1√
1+α2

= g1
g̃1√
1+α2

= g1
g̃1√
1+α2

6= g1

µ′ µ̃
√
1 + α2 µ̃

√
1 + α2 µ̃

√
1 + α2

cos θW
g2√
g2Y +g22

g2√
g2Y +g22

g2√
g2Y +g22

M̃Z

√
g2Y +g22v

2

√
g2Y +g22v

2

√
g2Y +g22v

2

µ µ′ v
M̃Z

µ′ v
M̃Z

µ′ v
M̃Z

δM2 ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ δM̃2
√
1 + α2 ♥♦t ❞❡✜♥❡❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■❢ ♥❡❝❡s✲
s❛r②✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ s❡t✉♣s ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✭❑▼✮✱ Z✲♠❛ss ♠✐①✐♥❣ ✭▼▼✮✱ ❛♥❞
❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ✭❙t▼✮✳

❚❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s

❚♦ ❜r✐♥❣ ✉s ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ξ

tan(2ξ) =
2gY

√

g2Y + g22α

g2Y + g22 − α2g2Y − 4µ′2
✭✷✳✶✷✮

=
2 sin θWα

1− α2 sin2 θW − µ2
. ✭✷✳✶✸✮

❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ t♦♦❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❊❲ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡✈ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
❉P ♠❛ss ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣♦ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛ss❡s
❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐s✳
❲❡ ❝❛♥ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❉P ❧✐♠✐t✱

✐✳❡✳ µ≪ α≪ 1✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

tan(2ξ) ≈ 2 sin θWα⇒ ξ ≈ sin θWα ✭✷✳✶✹✮

❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ α ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❉P ♠❛ss ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳
■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❥✉st ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t



✽ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

♦❢ s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭❜❛r❡✮ ❉P ♠❛ss

tan(2ξ) ≈ 2 sin θWα

1− µ2
⇒ ξ ≈ sin θWα

1− µ2
. ✭✷✳✶✺✮

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❜② t❤❡ ❉P ♠❛ss ❛♥❞ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t✱ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❛ s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r st✐❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✈❡♥ ❢♦r
s✐③❡❛❜❧❡ ❉P ♠❛ss❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❆s ❛r❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡

♠❛ss❡s ✇✐❧❧ ✈❛♥✐s❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ γ✳ ❖❢ t❤❡
♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❉P ✇❤✐❧❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡❝t♦r
❜♦s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ Z

m1 = mγ = 0 ✭✷✳✶✻❛✮

m2 = mZ = M̃Z

√

(cos ξ + α sin θW sin ξ)2 + sin2 ξµ2 ✭✷✳✶✻❜✮

m3 = m❉P = M̃Z

√

(sin ξ − α sin θW cos ξ)2 + cos2 ξµ2 . ✭✷✳✶✻❝✮

❆ ❜r✐❡❢ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ α → 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡st♦r❡ t❤❡
❜❛r❡ ❉P ❛♥❞ Z ♠❛ss❡s ❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛ss❡s✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧
♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ❦❡❡♣✐♥❣ µ ❛r❜✐tr❛r②✶✵

mZ ≈ M̃Z

(

1 +
α2 sin2 θW
2 (1− µ2)

)

✭✷✳✶✼✮

m❉P ≈ M̃Zµ

(

1− α2 sin2 θW
2 (1− µ2)

)

, ✭✷✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❜❛r❡ ♠❛ss❡s ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❆❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ♠❛ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ❧❡❛st q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✭α ♦r ǫB✮✳ ❆s ✇❡
✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❧✐♥❡❛r ✐♥
t❤❡ ♠✐①✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s tr❡❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ s❡❡♠✐♥❣❧② ❝♦♥❢✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ ❡q✳ ✭✷✳✶✻❜✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t

t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❧✐❣❤t t❤❡ ❉P ✐s✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ♥❛✐✈❡❧② ✐♥
❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♠❛ss❧❡ss ❉P ❞❡❝♦✉♣❧❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡✴❊❲
s❡❝t♦r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s♦❧✈❡ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✶ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥✱ ❛s ♣r♦♠✐s❡❞✱ t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♠✐①✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss ❛ ♠❛ss ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❢♦r ❉Ps✳
▼❛ss ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✸✺✱ ✸✻❪ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❣❛♥t ✇❛②

t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✮ ❧✐❣❤t s❝❛❧❛r ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t
❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ U(1) ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❉P ♠❛ss ✈✐❛ t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✸✼❪✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡s❡ s❝❛❧❛rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts ❬✸✽✕✹✵❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡t✉♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥t❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❥✉st t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❉Ps✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐♠✐ts ❜♦t❤ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♦r ♣✉r❡❧② s❝❛❧❛r ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛
❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ❥✉st t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♠✐t✳
✶✵■t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✴s✐♠✐❧❛r ❉P ❛♥❞ Z ♠❛ss❡s ✐s ♠♦r❡ tr✐❝❦② t♦
❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❧✐❣❤t ❉Ps ✭✇✳r✳t✳ t❤❡ Z ❜♦s♦♥✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✐♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦✈❡r ❤❡❛✈② ❉Ps ❛s ✇❡❧❧✳



✷✳✶ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✾

❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❚❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡s s✉❝❤ ❛ ✏s❝❛❧❛r✲❢r❡❡✑ s❡t✉♣✳ ❚❤✉s✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ s♦❧❡❧②
♦♥ t❤❡ ❉P ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛r❦ ❍✐❣❣s ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❉P✲♦♥❧② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✶✶

L = −1

4
FµνF

µν − g❉PAµj
µ +

1

2
m2AµAµ . ✭✷✳✶✾✮

❚❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s❡❡♠s t♦ ✈✐♦❧❛t❡ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ Aµ → Aµ + ∂µα t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆s ❛ ✜rst
st❡♣ t♦✇❛r❞s s❡❡✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣❛✉❣❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤♦✉t
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Aµ + 1

m∂µφ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ✜❡❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦❜❡②s ❛ s❤✐❢t s②♠♠❡tr② φ→ φ−mα✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♦✉r ❢r❡❡❞♦♠ t♦ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛②

s✉❣❣❡st❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s ❛ ❜r✐❡❢ r❡♠❛r❦✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠
✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐✳❡✳ Fµν → Fµν+

1
m (∂µ∂ν − ∂ν∂µ)φ =

Fµν ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ ❛ ❣❛✉❣❡✲✜①✐♥❣ t❡r♠ L❣❢ = −(2ξ)−1 (∂µAµ + ξmφ)2 ✇❤✐❝❤
❛❧s♦ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ♦❜❡②s
(

∂µ∂
µ − ξm2

)

α = 0✳✶✷ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✶✸

L =− 1

4
FµνF

µν − g❉PAµj
µ +

1

2
m2

(

Aµ +
1

m
∂µφ

)2

− 1

2ξ
(∂µAµ + ξmφ)2 ✭✷✳✷✵✮

=− 1

4
FµνF

µν − g❉PAµj
µ +

1

2
m2AµAµ −

1

2ξ
(∂µA

µ)2 +
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
ξm2φ2 ✭✷✳✷✶✮

= L✈❡❝t♦r + Ls❝❛❧❛r , ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ φ−A ❝r♦ss t❡r♠✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤✐s ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r ❛ ❣❛✉❣❡✲✜①❡❞✱ ♠❛ss✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥
✭L✈❡❝t♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❢r❡❡ s❝❛❧❛r ✭Ls❝❛❧❛r✮✳ ❚❤✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ s❝❛❧❛r ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❉P ♣❤②s✐❝s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❣❛✉❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛ss
❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❢r♦♠ ❉P
♣❤②s✐❝s✳ ❆s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r
❛❜❡❧✐❛♥ s②♠♠❡tr✐❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❬✹✶❪✳
▲❡t ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❜r✐❡❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦
t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❤❡❛✈② ❍✐❣❣s ♠❛ss✴✈❡✈ ❜✉t ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧ ❣❛✉❣❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❉P ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s❝❛❧❛r ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡✈ ♦❢ t❤❡ ✭❞❛r❦✮ ❍✐❣❣s ✜❡❧❞✱ t❤❡ q✉❛rt✐❝ t❡r♠ ✐♥ ✐ts
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐❞❡❛
♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ ❍✐❣❣s❡❞ U(1)

L❍✐❣❣s = −1

4
FµνF

µν − g❉PAµj
µ + |Dµφ|2 − V (φ) . ✭✷✳✷✸✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ Dµ = ∂µ− ig❉PAµ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡
V (φ) = −µ2|φ|2+λ|φ|4✳ ❋♦r µ2 > 0✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ✐s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ s♦ t❤❛t ✇❡ ❣❡t

✶✶❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛♥❣❡r ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ t❤❡ ✏ ′ ✑ ❢♦r t❤❡ ❉P ✜❡❧❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
r❡✐♥st❛t❡ ✐t ❛❣❛✐♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✳
✶✷❋♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❣❛✉❣❡✲✜①✐♥❣✱ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✴♣❤❛s❡ ❤❛s t♦ ♦❜❡② ∂µ∂

µα = 0✳
✶✸❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉P ❡♥s✉r❡s ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r
t❤❡ U(1) ❛♥❞ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❡ t❤❛t −g❉Pj

µ∂µφ = 0 ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
∂µj

µ = 0✳



✶✵ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

φ = (h+ v)eiα/v/
√
2 ✐♥ ✉♥✐t❛r② ❣❛✉❣❡ ✇✐t❤ v =

√

µ2/λ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❡✈ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳✶✹ ❚❤✐s
❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

L❜r♦❦❡♥ =− 1

4
FµνF

µν − g❉PAµj
µ +

1

2
(∂µh)

2 +
g2❉P
2

(v + h)2(Aµ −
1

g❉Pv
∂µα)

2 − Ṽ (h)

✭✷✳✷✹✮

=− 1

4
F̃µνF̃

µν − g❉PÃµj
µ +

1

2
(∂µh)

2 +
g2❉P
2

(v + h)2ÃµÃ
µ − Ṽ (h) . ✭✷✳✷✺✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❉P ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈✐❛ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❜♦s♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡❛t❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s
t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❉P ♠❛ss ✐s
m❉P = g❉Pv ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s Ṽ (h) = −λ

4V
4 + 2λv2

2 h2 + λvh3 + λ
4h

4 ✇❤❡r❡ t❤❡
✜rst t❡r♠ ✐s ❥✉st ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ♥❡✈❡r ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✶✺ ❛♥❞ t❤❡
❍✐❣❣s ♠❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s mh =

√
2λv✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱

❛rr❛♥❣❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❍✐❣❣s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ♠❛ss✳ ❆s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡s Q ✐♥s✐❞❡ jµ ∝ Q ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✇❤✐❧❡ ✇❡ s❡♥❞
t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ✵✱ ✐✳❡✳ g❉P → 0 ❛♥❞ Q → ∞ ✇✐t❤ g❉PQ = ❝♦♥st✳ = g̃ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❉P ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❉❙✳ ❚♦ ♥♦t ♠❛❦❡
t❤❡ ❉P ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧✐❣❤t ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❡✈ s♦ t❤❛t v → ∞ ✇✐t❤
g❉Pv = ❝♦♥st✳ ≡ m❉P✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡♥❞s mh → ∞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s λ . O(1)✳
❲✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❛t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡q✳ ✭✷✳✶✾✮

L = −1

4
F̃µνF̃

µν − g̃Ãµj̃
µ +

1

2
m2

❉PA
µAµ , ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t t❤❡ ❤❡❛✈② s❝❛❧❛r s♦ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝♦rr❡❝t ✉♣ t♦ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s t❤❛t r♦✉❣❤❧② ❣♦ ❧✐❦❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ m❉P/mh✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♠✐t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❉❙ ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛✉❣❡
❜♦s♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♠❛ss✳

◆♦ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❙▼

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❧❡t ✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❤♦✇ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❣❛✉❣❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ♠✐①✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤❡
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ✐✳❡✳ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❣❛✉❣❡
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♥♦t❤✐♥❣ r❡str✐❝ts ✉s ❢r♦♠ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❛ss ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ❜♦s♦♥✱
❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r❡❛❦ t❤❡ U(1)Y ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥ s❤❛r♣ ❝♦♥tr❛st
✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲♠❡❛s✉r❡❞ ❢❛❝t ♦❢ ❛ ♠❛ss❧❡ss ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❡①tr❡♠❡❧② ❧✐❣❤t✶✻✮ ♣❤♦t♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛ ❞✐r❡❝t ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❛ss t❡r♠ ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r

t❤❡ ❊❲ s❡❝t♦r ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❉P✳ ❆❞❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛
♠❛ss ✭mY ✮ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛ss ♠❛tr✐① ❛❢t❡r

✶✹❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✇r✐tt❡♥ t❤❡ t✇♦ ❉❖❋s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ✐♥t♦ t✇♦ r❡❛❧ s❝❛❧❛rs✳
✶✺❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❣r❛✈✐t②✱ s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳
✶✻❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❧✐♠✐t ✐s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧✴❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ❜❡ mγ ≤ mγ,♠❛① ✇✐t❤ 10−18 ❡❱& mγ,♠❛① & 10−27 ❡❱✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s st✐❧❧ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t❧②
♠❛ss❧❡ss ♣❤♦t♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❬✹✷✕✹✻❪✳



✷✳✶ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✶✶

❊❲ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✹✼❪✮

M❊❲ =
1

4

(

g21v
2 + 4m2

Y −g1 g2v2
−g1 g2v2 g22v

2

)

✭✷✳✷✼✮

⇒ det [M❊❲] = m2
γm

2
Z =

1

16
g21 g

2
2v

4 +
1

4
g22m

2
Y v

2 − 1

16
g21 g

2
2v

4 =
1

4
g22m

2
Y v

2 6= 0 , ✭✷✳✷✽✮

✉s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳✶✼ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡
❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ♠❛ss t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❜② t❤❡
♣❤♦t♦♥✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✐t ♠❛ss✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤✐s ♠❛ss t♦ ❜❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
mY ≪ v✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❛ss
✇❤✐❧❡ t❤❡ Z ♠❛ss ✇✐❧❧ ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♠✐♥♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ mγ = O(mY ) ❛♥❞ mZ = O(v)✳

❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ❛ ♠✐①❡❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❛ss✱ ✐✳❡✳ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❉P ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ t❡r♠
♥❡①t t♦ t❤❡ ❤②♣❡r❝❤❛r❣❡ ♠❛ss t❡r♠✱ ❝❛♥ ❜♦t❤ s❛✈❡ ✉s ❢r♦♠ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❡r♠ t♦ t❤❡ ❊❲✰❉P ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢s✳ ❬✹✽✱ ✹✾❪

L ⊃ −1

2

(

mXXµ +m❨Bµ + ∂µφ̃
)2

, ✭✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ s❝❛❧❛r ❜② φ̃ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠

❡q✳ ✭✷✳✶✮✳ ❚❤✐s s❝❛❧❛r ♥♦✇ ❤❛s t✇♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ r❡s♣❡❝t✱ φ
i−→ φ − miαi ✇✐t❤ i ∈

[❉P, Y ]✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇
✐❣♥♦r❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ❛s ❛r❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝r♦ss✲t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣❛✉❣❡
❜♦s♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s t❡r♠✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✷✮ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

M =
v2

4







g21 +
4m2

❨

v2
−g1 g2 4m❨mX

v2

−g1 g2 g22 0
4m❨mX

v2
0 4mXS

2

v2






. ✭✷✳✸✵✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ m❨ = δmmX ✇❡ ♦❜t❛✐♥

M → GTMG =
v2

4













g21+4(δ−ǫB)2
m2

X
v2

1−ǫ2B
− g1 g2√

1−ǫ2B

(δm−ǫB)√
1−ǫ2B

4m2
X

v2

− g1 g2√
1−ǫ2B

g22 0

(δm−ǫB)√
1−ǫ2B

4m2
X

v2
0

4m2
X

v2













. ✭✷✳✸✶✮

❲❤✐❧❡ ♠❛♥② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❡r❡ ❧♦♦❦ r❛t❤❡r ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

ǫ′B
√

1− ǫ′2B

= − δm − ǫB
√

1− ǫ2B

✭✷✳✸✷❛✮

g′1
√

1− ǫ′2B

=
g1

√

1− ǫ2B

, ✭✷✳✸✷❜✮

✶✼❚❤✐s ✐s ❥✉st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❢❛❝ts t❤❛t det [AB] = det [BA] ❛♥❞ t❤❛t M❊❲✱❞✐❛❣ = OT
M❊❲O ✇✐t❤ O

❜❡✐♥❣ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ M❊❲✱❞✐❛❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳



✶✷ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

r❡st♦r❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✹✮ ✇✐t❤ ǫB → ǫ′B ❛♥❞ g1 → g′1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❡❡
♥♦✇ ✇❤② ✐t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ g1 ❛♥❞ gY ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ✇✐❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❢♦r δm = 0
✭❝✳❢✳ ❢♦♦t♥♦t❡ ✼✮✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥②
♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❡✛❡❝t ❜❡②♦♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✇✐❧❧ s✉✣❝❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛ss❡s✳ ▲❛t❡r
♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ Z ♠❛ss ♠✐①✐♥❣✳ ❲❡
♥♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✵❪✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡
♣♦✐♥t ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳

■♥tr✐❣✉✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐♠♣❧② t❤❛t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢
♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t✐❣❤t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❦♥♦✇♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❝❤ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s
♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ α ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡
tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❛r❡ ✐❢ α < 0 ❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ✭❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✮ t❤❛t s❣♥(α) = s❣♥(ǫB) = +1✳

✷✳✶✳✷ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ Z ♠❛ss ♠✐①✐♥❣

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❧❡t ✉s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❉P✲
Z ♠❛ss ♠✐①✐♥❣✳ ❆s ❛ ❤✐♥t t♦✇❛r❞s ❯❱ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❉P
✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡s ✈❡r② ✇❡❛❦❧② t♦ t❤❡ ❙▼ ❍✐❣❣s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦
s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊❲ s❡❝t♦r✱ ✐✳❡✳ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛ss t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ W 3✱
Y ❛♥❞ t❤❡ ❉P✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❛ ❯❱ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❉P✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ♠♦❞❡❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ ❛s ❛ tr✉❧② ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ ❉P ❛♥❞ Z ♠❛ss✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳

❆ ♥❡✇ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♠✐①✐♥❣

■♥ t❤✐s ✐❞❡❛❧✐s❡❞ s❡t✉♣✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✶✮ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s t❤❡
❛✉①✐❧✐❛r② ♠❛tr✐① G✳ ■t ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❛t Z ♠✐①✐♥❣ ♠❡❛♥s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❛s ✇❡
❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ r♦t❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡✱ ♦❜s❝✉r✐♥❣ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ Z ❜♦s♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ Z ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡✇❡✐❣❤t t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s♦
t❤❛t ❛❢t❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ t♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ❊❲ ✷✲❜②✲✷
♠❛tr✐①✱ t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ♣❤♦t♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠✐① ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❉P✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ✐♥ ❢✉❧❧
❣❡♥❡r❛❧✐t②

MZ =
v2

4







g21 −g1 g2 −c1 4δM̃
2

v2

−g1 g2 g22 −c2 4δM̃
2

v2

−c1 4δM̃
2

v2
−c2 4δM̃

2

v2
4M2

X

v2






, ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r δM̃2 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs
c1/2✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s



✷✳✶ ❋r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✶✸

❜❡❢♦r❡✶✽

M̃′ = OTGTM̃ZGO ✭✷✳✸✹✮

=
v2

4







g21 −g1 g2 −αg21 − 4c1
√
1 + α2 δM̃2

v2

−g1 g2 g22 αg1 g2 − 4c2
√
1 + α2 δM̃2

v2

−αc21 − 4c1
√
1 + α2 δM̃2

v2
αg1 g2 − 4g2

√
1 + α2 δM̃2

v2
α2g2Y + 4µ2






,

✭✷✳✸✺✮

✉s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥s R1 ❛♥❞ R2 t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ R1 ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❡❞
❜② t❤❡ s❛♠❡ cos θW ❛s ❜❡❢♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ✷✲❜②✲✷ ♠❛tr✐① ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

MZ,❊❲ = RT1 M̃
′R1 ✭✷✳✸✻✮

= M̃2
Z









0 0 0

0 1 α sin θW + δM2

M̃2
Z

0 α sin θW + δM2

M̃2
Z

α2 sin2 θW + µ2

M̃2
Z

+ 2α sin θW
δM2

M̃2
Z









. ✭✷✳✸✼✮

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡❞ δM2 = δM̃2
√
1 + α2 ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ c1 = sin θW

❛♥❞ c2 = − cos θW t♦ ❡♥❢♦r❝❡ str✐❝t Z✲❉P ♠❛ss ♠✐①✐♥❣✳✶✾ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐①✐♥❣ ✇✐❧❧ ❛t ❧❡❛st r❡q✉✐r❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ξ✳

▼♦❞✐✜❡❞ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦t❛t✐♦♥ R2 ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r

tan(2ξ) =
2
(

αM̃2
Z sin θW + δM2

)

M̃2
Z

(

1− α2 sin2 θW − µ2
)

− 2α sin θW δM2
. ✭✷✳✸✽✮

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss t❡r♠s

m1 = mγ = 0 ✭✷✳✸✾❛✮

m2 = mZ = M̃Z

√

(cos ξ + α sin θW sin ξ)2 + sin2 ξµ2 + 2 sin ξ
δM2

M̃2
Z

(cos ξ + α sin θW sin ξ)

✭✷✳✸✾❜✮

m3 = m❉P = M̃Z

√

(sin ξ − α sin θW cos ξ)2 + cos2 ξµ2 − 2 cos ξ
δM2

M̃2
Z

(sin ξ − α sin θW cos ξ) .

✭✷✳✸✾❝✮

■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✈❛♥✐❧❧❛ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❢ ✇❡ s❡♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ δM → 0✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮ q✉❛♥t✐t② ✐s δM/M̃Z ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ♠✐①✐♥❣
t❡r♠s ♥♦t ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❊❲ s❝❛❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❊❲ ♣❤②s✐❝s✳

✶✽❲❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② tr❛♥s❢♦r♠ ✉s✐♥❣ GO ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ G ✇❛s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ g1 ❛♥❞ r❡❢r❛✐♥
❢r♦♠ ✉s✐♥❣ gY ✳
✶✾❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ r❡♠❛✐♥s ♠❛ss❧❡ss ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❡❛r❧✐❡r✱ ✐✳❡✳ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣
t❤❛t det [MZ ] = 0✳



✶✹ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ❘❡❢✳ ❬✺✶❪
ǫB sinχ
α tanχ

δM̃ δM̂

δM δM̂ cos−1/4 χ

M̃Z M̂Z

µ
(

=
√
1 + α2MX

M̃Z

)

M̂Z′

cosχM̂Z

sin θW ŝW

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠❛ss❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t ✉s
❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❛ss ♠✐①✐♥❣✱ ✐✳❡✳ α≪ δM/M̃Z ≪ 1

tan(2ξ) ≈ 2δM2

M̃2
Z (1− µ2)

⇒ ξ ≈ δM2

M̃2
Z (1− µ2)

, ✭✷✳✹✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❝r♦ss t❡r♠ ∝ αδM2✳ ❲❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♦♥❧② ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛ss❡s ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✜♥❞

mZ ≈ M̃Z

(

1 +
δM4

2M̃4
Z

)

✭✷✳✹✶❛✮

m❉P ≈ M̃Zµ

(

1− δM4

2M̃4
Zµ

2

)

. ✭✷✳✹✶❜✮

❆❧t❤♦✉❣❤ ❊q✳ ✭✷✳✹✶❜✮ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ µ < 1 ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❝❛r❡❢✉❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❯♥❧❡ss ✇❡
✐♥✈♦❦❡ r❛t❤❡r ❡①♦t✐❝ ♣❤②s✐❝s✱ ✐t s❡❡♠s ♦♥❧② ♥❛t✉r❛❧ t❤❛t t❤❡ ❉P ♠❛ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ t❡r♠✳ ❆s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡
❊❲ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣✳ ■❢ ✇❡ s❡♥❞ g1 → 0✱ ✇❡ s❡♥❞ t❤❡ ♠✐①❡❞ ♠❛ss t❡r♠ g1g2 → 0 ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥
♦✉r s❡t✉♣✱ ✐❢ ✇❡ ♥♦✇ s✐♠♣❧② ❞❡❝r❡❛s❡ µ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ δM/M̃Z ❞✉❡ t♦ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ µ−1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t δM

2M̃Zµ
≪ 1✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s r❡❝♦♥❝✐❧❡ ♦✉r r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡
r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ❡q✳ ✭✷✳✸✽✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡✐r ❡q✳ ✭✼✮✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠
t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳
❲✐t❤ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

tan 2ξ =
2
(

tanχM̂2
Z ŝw + δM̂2

cosχ

)

M̂2
Z − M̂2

Z tan2 χŝ2W − M̂2

Z′

cos2 χ
− 2 tanχŝW

δM̂2

cosχ

✭✷✳✹✷✮

=
−2 cosχ

(

δM̂2 + sinχM̂2
Z ŝw

)

M̂2
Z′ − M̂2

Z cos2 χ+ M̂2
Z ŝ

2
W sin2 χ+ 2 sinχŝW δM̂2

, ✭✷✳✹✸✮



✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✶✺

✇❤✐❝❤ ❡①❛❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧t✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s ✐s
❛ r❡♠❛r❦❛❜❧② s✐♠♣❧❡ r❡s✉❧t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧
r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❞ ✉s t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥❧②
t✇♦ r♦t❛t✐♦♥s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✷✳✸✹✮ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❡qs✳ ✭✷✳✸✾❛✕✷✳✸✾❝✮ ✐s
❛ r❡❧✐❝ ♦❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ t♦ ❜❡ tr✉❧② ♠❛ss❧❡ss✳ ■❢ ✇❡
❛❧❧♦✇ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ U(1)❊▼ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛
♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛s♦♥s✱
✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss str✐❝t❧② ❛t ③❡r♦ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ❉P ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② t♦ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳

✷✳✶✳✸ ●❡♥❡r❛❧ ♠✐①✐♥❣

■♥ t❤✐s ❜r✐❡❢ ✐♥t❡r❧✉❞❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝✱ ❙tü❝❦✲
❡❧❜❡r❣ ❛♥❞ Z ♠✐①✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡r❣❡ ❡qs✳ ✭✷✳✷✼✫✷✳✸✸✮

M♠❛① =
v2

4







g21 +
4m2

Y

v2
−g1 g2 −c1 4δM̃

2

v2
+

4m2
Y

v2

−g1 g2 g22 −c2 4δM̃
2

v2

−c1 4δM̃
2

v2
+

4m2
Y

v2
−c2 4δM̃

2

v2
4M2

X

v2






. ✭✷✳✹✹✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧② ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
Z ♠✐①✐♥❣ ♠❛❦❡s ❛ ❝❧❡✈❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ǫB ❛♥❞ δm ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❥✉st ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✷✵ ✐♥t♦ ξ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t
✇❡ ♥❡❡❞ t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t❤✐r❞ ♠✐①✐♥❣
❛♥❣❧❡ ❜❡②♦♥❞ θW ❛♥❞ ξ✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦ st❡♣ ✐♥
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ t❤✐s ❢r♦♠ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t
♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✹✹✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ c1,2 t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss❧❡ss
♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❦✐♥❡t✐❝
♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐①✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t t❤❡r❡♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❧② ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣
♠✐①✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡s✳

✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

❚♦ s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s q✉♦t❡ t❤❡ t♦t❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
t❤❛t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡s t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ Z ♠✐①✐♥❣✷✶

D =GOR1R2 =





cos θW − (sin θW cos ξ + α sin ξ) sin θW sin ξ − α cos ξ
sin θW cos θW cos ξ − cos θW sin ξ

0
√
1 + α2 sin ξ

√
1 + α2 cos ξ



 ✭✷✳✹✺✮

⇒DTKD = I & DTMD = ❉✐❛❣ [mγ ,mZ ,m❉P] . ✭✷✳✹✻✮

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ✐❢
✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▲❡t ✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s

✷✵◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❢♦r❡✱ ❡✐t❤❡r ✇❡ r❡❞❡✜♥❡❞ ǫB ❛♥❞ δm ✐♥t♦ α ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t♦ ξ ♦r ✇❡ r❡❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ǫB ✐♥t♦ α
❛♥❞ t❤❡♥ α ❛♥❞ δM̃ ✐♥t♦ ξ✳
✷✶■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ξ ❛♥❞ θW ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧②
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ α s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ α ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ǫB ❛♥❞ δm✱ s❡❡ ❛❧s♦ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r②
♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳



✶✻ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

✈✐❛ t❤❡ ♠❛ss t❡r♠

LM =
(

Bµ W3µ Xµ

)

M





Bµ

W 3µ

Xµ



 =
(

Aµ Zµ A′
µ

)

❉✐❛❣ [mγ ,mZ ,m❉P]





Aµ

Zµ

A′µ



 ✭✷✳✹✼✮

=
(

Aµ Zµ A′
µ

)

DTMD





Aµ

Zµ

A′µ



 ✭✷✳✹✽✮

⇒





Bµ

W 3µ

Xµ



 = D





Aµ

Zµ

A′µ



 . ✭✷✳✹✾✮

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ D tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❢♦r t❤❡
♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳

▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺✶❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✇♦r❦ ♦✉t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡
♣❛r❛♠❡t❡rs S ❛♥❞ T ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♣❤♦t♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ Z✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
✇❡ ✜rst ✇♦r❦ ♦✉t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ Z ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❡s✳✷✷ ❯s✐♥❣ Q = Y/2+T3✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ẽ = g1 cos θW = g2 sin θW
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥ts jx = 0 ✇❡
✜♥❞

L ⊃ ẽf̄iγ
µQfiAµ

+
ẽ

2 sin θW cos θW
f̄iγ

µ
[

((α sin ξ sin θW + cos ξ)T3 − 2 sin θW (α sin ξ + cos ξ sin θW )Q)

+ (α sin ξ sin θW + cos ξ)T3γ5

]

fiZµ

+
ẽ

2 sin θW cos θW
f̄iγ

µ
[

((α cos ξ sin θW − sin ξ)T3 − 2 sin θW (α cos ξ − sin ξ sin θW )Q)

+ (α cos ξ sin θW − sin ξ)T3γ5

]

fiA
′
µ ,

✭✷✳✺✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇r✐tt❡♥ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ❝✉rr❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❙▼ ❢❡r♠✐♦♥s fi ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s❝❤❡♠❡ jµ = f̄ (aγµ + bγµγ5) f ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ✈✐❛ PL = (1 − γ5)/2✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ✐❢
✇❡ s❡♥❞ ❛❧❧ ♠✐①✐♥❣s t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ r❡st♦r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜r♦❦❡♥ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉P ❛r❡ ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧ ✐❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❧❡t✬s s❛② ǫB✮ ✐s s♠❛❧❧✳
■♥tr✐❣✉✐♥❣❧②✱ ♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡st♦r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊▼
❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t str❡♥❣t❤ ẽ✳ ❚❤✐s ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡✷✸ ❝♦♥st❛♥t
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

α̃ =
ẽ2

4π
, ✭✷✳✺✶✮

✷✷❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ❛r❡ ♥♦t ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥
❜✉t t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ✭❉P✲❢r❡❡✮ ❊❲ s❡❝t♦r✳
✷✸❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ α̃ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ α ❛s ❛ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳



✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✶✼

✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✳❣✳ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧
❧❛t❡r ❝♦♥❢r♦♥t ✉s ✇✐t❤ ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❧✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
❞❡❝♦✉♣❧❡ ❛s m❉P → 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡❞✐❝❛t❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s t♦ t❤✐s ✉♥♣❧❡❛s❛♥t
❡✛❡❝t ♦❢ ❥✉st ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉❣❣❡st✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ ✇✐❧❧ r❡❛❧✐s❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞
♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡❧❛t✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s
✉♣❝♦♠✐♥❣ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❉P ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙▼ ❝❤❛r❣❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✺✵✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠❛ss r❡❣✐♠❡✳

❊❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❊❲P❖✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ✇❡ ❛r❡
♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ P❡s❦✐♥✲❚❛❦❡✉❝❤✐ ♣❛r❛♠❡t❡rs S ❛♥❞ T ❬✺✶✕✺✺❪ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛

LZ =
e′

2 sin θ̃W cos θ̃W

(

1 +
α′T

2

)

f̄iγ
µ

×







T3 − 2Q



sin2 θ̃W +

(

1
4α

′S − cos2 θ̃W sin2 θ̃Wα
′T
)

cos2 θ̃W − sin2 θ̃W







− T3γ5



 fiZµ ,

✭✷✳✺✷✮

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ρ ♣❛r❛♠❡t❡r✷✹

ρ =
m2
W

m2
Z cos2 θ̃W

, ✭✷✳✺✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ W ❜♦s♦♥ ♠❛ss mW ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ✏♣❤②s✐❝❛❧ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✑ θ̃W ♠❛② ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤
✏Ps❡✉❞♦✴♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✑ θW ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♥❡✇❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤
❛ ✏ ′ ✑ ❛♥❞ ❛ ✏ ˜ ✑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝
❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡s❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ ❣❛✐♥ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✇❡ ❝❛♥
❞❡r✐✈❡✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② st❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❬✹✻❪

ρ = 1.00038± 0.00020 ✭✷✳✺✹❛✮

S = − 0.01± 0.07 ✭✷✳✺✹❜✮

T = 0.04± 0.06 , ✭✷✳✺✹❝✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t U = 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳✷✺ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st
❛♥❛❧②s✐s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 0.92 ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ S
❛♥❞ T ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✹❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ P❉● ❜♦♦❦ ❬✹✻❪ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛s ❝❧❛✐♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ✐ts❡❧❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s✐♥❝❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉ss❡s
♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t❡r ❉Ps✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ρ 6= T ✳
✷✺❚❤❡ U ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❛t❤❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ W ❜♦s♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞
❜② ♦✉r ❝❧❛ss ♦❢ ❇❙▼ ♣❤②s✐❝s ❬✺✶❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣❧✉❣ ✐♥ t❤❡ ❙▼ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳



✶✽ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

✷✳✷✳✶ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♦♥ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ✭♣r❡❝✐s✐♦♥✮ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❛② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊❲ ♣❤②s✐❝s✳ ❲❛r♥✐♥❣✿ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥✲
t❛✐♥s ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡
❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r s❡✈❡r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇
♠❛ss r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ρ

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ρ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✺✸✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ W ♠❛ss ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st t❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ ✉s❡ mW = cos θW M̃Z ✳ ❋♦r t❤❡ Z ♠❛ss ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ ❡q✳ ✭✷✳✸✾❜✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡t

ρ =

(

cos θW
cos θ̃W

)2

(cos ξ + α sin θW sin ξ)2 + sin2 ξµ2 + 2 sin ξ δM
2

M2
Z

(cos ξ + α sin θW sin ξ)
, ✭✷✳✺✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✷✻ ♦❢ µ✱ δM2 ❛♥❞ α✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❢♦r♠✉❧❛❡ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡s❡ ✐♥t♦ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥s✱
❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❉P ♠❛ss✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡t ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ Z ♠✐①✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ❧❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉❜t❧❡t②✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ cos θ̃W ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✺✸✮
✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✜t ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ θW 6= θ̃W ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❞❡t❡r♠✐♥❡ sin θW ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❝♦♥st❛♥t GF ✱ ✐✳❡✳

GF =
πα̃√

2 sin2 θ̃Wm2
W

, ✭✷✳✺✻✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡✳✷✼ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧t❡r❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t θW ≃ θ̃W ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ Z ♠❛ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥

t♦ ✜① t❤❡ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ mW → mZ cos θ̃W ✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡
❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❡rr♦r ❜❛rs✱ t❤✐s
✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛s ✐t ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❡①tr❡♠❡❧② ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ st✐❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡✇
❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ ✈✐❛ cos θ̃W sin θ̃WmZ = cos θW sin θW M̃Z ✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ Z ♠❛ss✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s q✉✐t❡ tr✐❝❦② t♦ ✜① M̃Z ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t

✷✻❚❤✐s ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t M̃Z ✐s ✜①❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ Z ♠❛ss✳
✷✼❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ W ♠❛ss mW ✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s
t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❞❡❜❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❉❋ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❤❛s r❡❧❡❛s❡❞ t❤❡✐r
♥❡✇ r❡s✉❧t ❛t ❛ st❛t❡❞ 7σ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② t♦ t❤❡ ❙▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ str♦♥❣ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛✈❡r❛❣❡
❬✺✻❪✳ ❚❤✐s ❣r❡❛t❧② s♣❛r❦❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✺✼✕✺✾❪✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❉Ps ❬✻✵✱ ✻✶❪✱ ❜✉t
t❤❡ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛t❡st ❆❚▲❆❙ r❡s✉❧t ❬✻✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❙▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳



✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✶✾

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷✻✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✷✳✸✾❛✮
t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ δM2 ❛♥❞ α✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙▼ r❡s✉❧ts✱ ✇❡❧❧✲❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ρ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ 1

m2
Z ≈ M̃2

Z






1 +







(

α sin θW + δM2

M̃2
Z

)

√

1− µ2







2




⇔ M̃2

Z ≈ m2
Z






1−





(

α sin θW + δM2

m2
Z

)

√

1− µ2





2





.

✭✷✳✺✼✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜① M̃Z ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t sin θW
t♦ ♦♥❧② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥ ♠✐①✐♥❣s✱ ✇❡ ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ θW ♦r θ̃W ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✜① µ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ❉P
♠❛ss ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ✇❡
❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❉P ♠❛ss ✐♥ t❤❡
s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣ ❧✐♠✐t ❜❡❝♦♠❡s ❞✉❜✐♦✉s ❢♦r s♠❛❧❧ µ ♦♥❝❡ δM2 & m2

❉P✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧②
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❞✈✐s❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜✉t Z ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❉P ♠❛ss s❤♦✉❧❞
❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❡①tr❛ ❝❛r❡ ❛♥②✇❛②s✳
■♥ ♦✉r ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✇❡ ✜♥❞

sin2 θW ≈ sin2 θ̃W

(

1 +
cos2 θ̃W

cos2 θ̃W − sin2 θ̃W

(

m2
Z

M̃2
Z

− 1

))

✭✷✳✺✽❛✮

cos2 θW ≈ cos2 θ̃W

(

1− sin2 θ̃W

cos2 θ̃W − sin2 θ̃W

(

m2
Z

M̃2
Z

− 1

))

✭✷✳✺✽❜✮

cos θW sin θW ≈ cos θ̃W sin θ̃W

(

1 +
1

2

(

m2
Z

M̃2
Z

− 1

))

. ✭✷✳✺✽❝✮

❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❡t✉♣✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣

❡q✳ ✭✷✳✺✺✮ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✜♥❞

ρ ≈



1− cos2 θ̃W

cos2 θ̃W − sin2 θ̃W





α sin θ̃W + δM2

m2
Z

√

1− µ2





2

 , ✭✷✳✺✾✮

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ✜rst ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t✇♦ t❤✐♥❣s✿ ✜rst✱ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✇❛②s
♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❙▼ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ❙▼ = 1 ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡✳
❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✺✹❛✮ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡
❜② ❛❧♠♦st 2σ✳ ❲❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r❡s❡♥t t❤❡ 3σ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐ts ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s✉❧t ✐♥
✜❣✳ ✷✳✶ ✭❧❡❢t✮ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣✱ 1 ≫ α ≈ ǫB ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ x✲❛①✐s✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t
t❤✐s ✐s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦✉r ❧✐♠✐ts ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❛❝❤ ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣✳✷✽ ❲❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts s✐♠♣❧② ❜② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
✷✽❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ r✉❧❡❞✲♦✉t r❡❣✐♦♥ ❛❧s♦ ♥❛✐✈❡❧② ❡①t❡♥❞s t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ α ❛♥❞ δM2✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r✉❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛s
❧❛r❣❡ ♠✐①✐♥❣ ✐♠♣❧✐❡s str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❡❧❧ ✐❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s tr✉❧② r✉❧❡❞ ♦✉t✳







✷✷ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

♦♥ t❤❡ ❊❲ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦❜❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ♠❛ss✐✈❡
✭✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❲ s❝❛❧❡✮ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✳

❆♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t
tr✐✈✐❛❧

tan(2ξ)
δM2, µ2→0−−−−−−−→ 2 sin θWα

1− sin2 θWα2
⇒ tan ξ = sin θWα , ✭✷✳✻✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐t✐❡s r❡❧❛t✐♥❣ tan(x) ❛♥❞ tan(2x)✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣❢✉❧
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ r❡✇r✐t❡ ❡q✳ ✭✷✳✺✵✮

L δM2, µ2→0−−−−−−−→ ẽf̄iγ
µQfiAµ

+
ẽ

2 sin θW cos θW
f̄iγ

µ

[(

√

1 + sin2 θWα2T3 − 2 sin2 θW
1 + α2

√

1 + sin2 θWα2
Q

)

+
√

1 + sin2 θWα2T3γ5

]

fiZµ

+
ẽ

2 sin θW cos θW
f̄iγ

µ

[

− 2 sin θWα
cos2 θW

√

1 + sin2 θWα2
Q

]

fiA
′
µ .

✭✷✳✻✷✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❩✲❧✐❦❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t
t❤❡ ❜❛r❡ ❉P ♠❛ss ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❜❛r❡ ❩ ♠❛ss✱ ✐✳❡✳ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥ µ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
t♦ t❤❡ SU(2) ✐s♦s♣✐♥ ✈✐❛ T3 ✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② O

(

αµ2
)

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r
❜♦s♦♥ ❝♦✉♣❧❡s ❧✐❦❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥♦t❤❡r s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦✿ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇
♠❛ss ❧✐♠✐t ✭❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠❛ss ♠✐①✐♥❣✮ ✇❡ r❡st♦r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✲❧✐❦❡ A′ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s t❤❡
♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡

❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐♠✐t t❤❛t s❤♦✉❧❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❉P ❢r♦♠ ❊❲ ♣❤②s✐❝s✱ ✇❡
st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ S ❛♥❞ T ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ρ
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝✳❢✳ ❡qs✳ ✭✷✳✺✷✫✷✳✺✸✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s✐♥❣❧❡ ♦✉t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❛❞ ✉s t♦
t❤✐s ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❘❡t❤✐♥❦✐♥❣ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❣r❛✈❡st ♠✐st❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡q✳ ✭✷✳✺✶✮
❣✐✈❡s ✇❤❛t ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛s ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡t ✉s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈✐❛ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❬✹✻✱ ✻✺✱ ✻✻❪✳ ❚❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s t❤❡ ❜❡st✲♠❡❛s✉r❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❛♥✲
t✐t② ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ♣❛rt ✐♥ ❛ ❜✐❧❧✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❜❡st ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ g − 2 ❬✻✼❪ ❜✉t ❛s t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡
❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❛♥② ✇❛②✳✸✶ ■♥ ❛ s❡t✉♣
✇✐t❤ ❛♥ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉P✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❈♦♠♣t♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✇✐❧❧ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♠❛ss❧❡ss ❛♥❞ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡
❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳
✸✶■♥ ❢❛❝t✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ s❧✐❣❤t t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✻✽❪ ❢♦r ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳



✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✷✸

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝❛♥ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❉P ❧❡❣ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ✜❣✳ ✷✳✸✮
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❜❛s✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❢♦r ♥♦✇ t❤❛t t❤❡
❈♦♠♣t♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❛❧❡ t❤❛t ❤❛s ❡✈❡r ❜❡❡♥ ✉s❡❞
t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❊▼ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✼✹✮✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ s♦✉r❝❡ ❛ str♦♥❣✱ st❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦✱ st❛t✐❝ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥✐❝ ✜❡❧❞✳ ■❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ♥♦✇ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s
✜❡❧❞ ♦♥ ❛ t❡st ❝❤❛r❣❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❊▼✱ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s s♦✉r❝❡❞
❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✭♠❛ss❧❡ss✮ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣❤♦t♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥
✭t❤❡ tr✉❧② ♠❛ss❧❡ss ✜❡❧❞✮ ❛♥❞ ❉P ✭t❤❡ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛ss❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛❞❥✉st❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡
t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rt❡① ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈✐❛ E = F/q ✇❤❡r❡ F
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛r❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
❇✲✜❡❧❞ ♦❢ ✜①❡❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧✐❣❤t ❉P✱ t❤✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❉P ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ✉s❡
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣✱ s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ❛♥② ♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝ts t❤❡r❡ ❜✉t
♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❧✐♥❡s ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✸✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss❡s t♦♦ ❧✐❣❤t t♦ ♠❛tt❡r ❛t t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡r♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱
✐✳❡✳ ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ Z ♠❛ss✸✷✱ ❜✉t st✐❧❧ ❤❡❛✈② ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❈♦♠♣t♦♥
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✏❞❛r❦✑ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛ st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ♠❡❞✐❛t♦r ✇✐t❤ ♠❛ss m ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
s✉♣♣r❡ss❡❞ ♦✈❡r ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1/m✳ ❚❛❦✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ m = 1 ❡❱≪ mZ ✱ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ♦❢ O(10−7♠) ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t♦ ❜❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❛❧❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❧♦s❡❧②✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞
s❝❛❧❡s ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✐❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r♦✉❣❤❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ s✐③❡ ♦r ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✲
❡r❣②✴s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❧② ♣❤♦t♦♥✐❝ ❛♥❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❉P ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ str♦♥❣❡r
r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛♥② ❊❲P❖ ❧✐♠✐t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✼✷❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧❛✇ ✐♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✹✸✱ ✼✸✕
✼✺❪ ❜✉t ❛❧s♦ t❡sts ♦♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❬✹✷✱ ✼✻✱ ✼✼❪ ♦r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❬✼✽❪ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛♣❡r
❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❡r② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✉❧tr❛❤❡❛✈② ❛♥❞ t❤❡ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉P✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss
✐♥ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✻✳✸✸ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ r❛t❤❡r ❧✐♠✐t❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❉P ❧✐♠✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts ✐♥ ❧❛t❡r ❝❤❛♣t❡rs ❛s t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ❛ s♠❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❊▼
♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✳

✸✷❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✴❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s ❬✻✾✕✼✶❪ ❜✉t t❤❡② t②♣✐❝❛❧❧②
❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ●❡❱ s❝❛❧❡ s♦ t❤✐s ❤❛r❞❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
✸✸❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✼❪✱ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ ❉P
❧✐♠✐ts✳
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❘❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧✐♥❡
❢♦r t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ❉P✳ ❲❡ ❣❡t t♦
❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣✸✹ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ g − 2 ❧✐❦❡

∆ae ≡
α′

2π
=

e2

8π2
=

ẽ2

8π2

(

1 +
cos2 θWα

2

1 + sin2 θWα2

)

=
ẽ2

8π2

( 1 + α2

1 + sin2 θWα2

)

✭✷✳✻✸✮

⇒ e = ẽ

√

1 + α2

1 + sin2 θWα2
, ✭✷✳✻✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ae ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ t❤✉s ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ e✳ ❆s
t❤❡ ❉P ✐s ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡s ♣❤♦t♦♥✲❧✐❦❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐t ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡
tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ✇❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ✉s✉❛❧ tr✐❛♥❣❧❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✸ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✐♥ s✉♠ ❡①❛❝t❧② t❤❡
r❡s✉❧t ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✈❛♥✐s❤❡s ❛t ❧❡❛st ❧✐❦❡ m❉P/me ❛s t❤❡
❉P ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✇✐❧❧ r♦✉❣❤❧② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

−gµν + pµpν

m2
❉P

p2 −m2
❉P

→ −g
µν

p2
+O

(

m2
❉P

p2
,

m2
❉P

(max [pµ])2

)

. ✭✷✳✻✺✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✹✲♠♦♠❡♥t✉♠ p ✐s ❛t ❧❡❛st ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t p2 ∼ (max [pµ])2 ∼ m2

e ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♠❛❞❡
❛❜♦✈❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ❛ r❛t❤❡r ✇❡❛❦ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s pµ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❧♦♦♣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✐❣❤t t❛❦❡ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r str✉❝t✉r❡ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♦♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s❝❛❧❡s✳
❋♦r ae✱ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♦♥❧② s❝❛❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠❛ss ✐♥ ✉s✉❛❧ ◗❊❉ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ae ✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t❡r♠s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
me/mµ ♦r me/mτ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❉P✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ m❉P/me✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ❛❧r❡❛❞② ❣✉❡ss t❤❛t (m❉P/me)

2 ✐s t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② m2

❉P ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠♦♦t❤
❧✐♠✐t ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠❛ss✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ (m❉P/me)

−n ✇✐t❤ n > 0✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦♦♣ ♠♦♠❡♥t❛ ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜✉t ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳✸✺

■♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦✉r ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ e
♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② α′✱ t❤❡ ✏♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✑✱ t♦ ✜① t❤❡ ✏♠❡❛s✉r❡❞✑ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡ ❜②
s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❢♦r α̃ ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✺✻✮✳✸✻ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

sin θ̃W = sin θW
e

ẽ
= sin θW

√

1 + α2

1 + sin2 θWα2
, ✭✷✳✻✻✮

✸✹❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛❧s♦ st❛② ❛t ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ✭◗❊❉✮ ❢♦r t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❉P ✉♣ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦♣s✱
✐✳❡✳ ✐t ✐s ✉♣ t♦ α5

❊▼ ❬✻✽❪✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❛t ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❢♦r ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✳
❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❤♦t♦♥✱ ❧✐♥❡ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣✉t ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❉P ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❞❞ ✉♣
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✸✺■♥❞❡❡❞✱ ❛ q✉✐❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P t♦ ae s❤♦✇s t❤❛t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❉P t❡r♠ ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✻✸✮ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ∝ α2m❉P/me✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♥❛✐✈❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ st✐❧❧ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡q✳ ✭✹✮ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✼✾❪ ♦r ❡q✳ ✭✸✮ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✽✵❪✳
✸✻❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② s✐♠♣❧❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡♥❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡
t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❡rr♦r ❜❛rs ❢r♦♠ t❤❡ W ♠❛ss ♥❡✈❡r ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ θW ❛♥❞ θ̃W ❛r❡ s✐♠♣❧❡r ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳
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♠❛ss ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✷✳✶✻❜✮ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❡q✳ ✭✷✳✸✾❜✮ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐♠✐t

mZ → M̃Z

√

(cos ξ + α sin θW sin ξ)2 = M̃Z

√

1 + sin2 θWα2 ✭✷✳✻✾✮

⇒ ρ =
m2
W

m2
Z cos2 θ̃W

=
m2
W

M̃2
Z cos2 θ̃W (1 + sin2 θWα2)

=
cos2 θW

cos2 θ̃W (1 + sin2 θWα2)
= 1 ,

✭✷✳✼✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✻✻✮ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❊❲P❖s ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ❉P ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡s ✈✐❛
❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❬✺✹❪✸✼ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✐t ✐s r❛r❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐s❡ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❡❡♥ t❤❛t ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ♠❛ss ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉P ✇❡ r❡st♦r❡ t❤❡
✉s✉❛❧ ❊❲ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉P ❝♦♥s♣✐r❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ♣❤♦t♦♥ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛ss❧❡ss ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♠♦❞✐✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✸✽ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s ❛ ❉P✲❢r❡❡ ❊❲
s❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡✳ ❚❤✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr②
✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❉P ♠❛ss✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✼✽❪ ❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s
❛s♣❡❝t ♦❢ ❉P ❧✐♠✐ts✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦
❧✐♠✐t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉P ✐s ❡✐t❤❡r t♦♦ ❤❡❛✈② t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧✐❣❤t t❤❛t ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳✸✾

❚❤❡ ♣r♦♣❡r ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡♥❞ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡
❧♦✇✲❡♥❡r❣② t❤❡♦r② ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✭❛♥❞ ♦♥❧② ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✮✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❥✉st ♥♦✇✱
t❤❡ Z ❜♦s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
♣❛rt ✭r❡❢❡rr✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❡q✳ ✭✷✳✼✹✮✮

L✐♥t = ẽf̄iγ
µQfiAµ −

αẽ cos θW
√

1 + sin2 θWα2
f̄iγ

µQfiA
′
µ ✭✷✳✼✶❛✮

= ẽf̄iγ
µQfi



Aµ −
ǫB cos θW

√

1− cos2 θW ǫ2B

A′
µ



 ✭✷✳✼✶❜✮

ǫ=ǫB cos θW−−−−−−−→ ẽf̄iγ
µQfi

(

Aµ −
ǫ√

1− ǫ2
A′
µ

)

✭✷✳✼✶❝✮

⇒ m❉P =
MX√
1− ǫ2

, ✭✷✳✼✶❞✮

✸✼❚❤❡ ❧♦✇ ♠❛ss ❧✐♠✐t ✐s ❛♥ ✏❛♠✉s✐♥❣✑ ❡①❡r❝✐s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✳
✸✽❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✏♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✑ ✇✐t❤ ✏❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♥❛✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✑✳
✸✾❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤✐s r❡❣✐♠❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜✉t t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐❧❧ ❡①❛❝t❧② ❧✐❡ ✐♥
t❤✐s ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❉P ❡✛❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳



✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✷✼

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ǫ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② s❡t✉♣s✳ ❚♦ s❡❡
t❤❛t t❤✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧② ♠✐①❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❧❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤

L =− 1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν −
ǫ

2
FµνF ′

µν + jµA
µ +

M2
X

2
A′µA′

µ ✭✷✳✼✷❛✮

A→A−ǫ/
√
1−ǫ2A′

−−−−−−−−−−−→
A′→1/

√
1−ǫ2A′

− 1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν + jµ

(

Aµ − ǫ√
1− ǫ2

A′µ
)

+
M2
X

2 (1− ǫ2)
A′
µA

′µ

✭✷✳✼✷❜✮

✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❡qs✳ ✭✷✳✼✶❝✮✱ ✭✷✳✼✶❞✮ ✫ ✭✷✳✼✷❜✮ s❤♦✇s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t❧② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡❝♦✈❡r❡❞
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉r ✏❯❱ ❝♦♠♣❧❡t❡✑ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧✐♠✐ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ ♦✉r ✐ss✉❡
✇✐t❤ t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss❡s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ♠❛ss ❝❛s❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ Z ♠❛ss✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❛❧❡ ❜❡❧♦✇
✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✳ ✭✷✳✼✷❜✮ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠❛ss ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② ♠❛r❦s t❤❡ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ✈✐rt✉❛❧ ❉P ❡✛❡❝ts✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ae✱ ❜❡❝♦♠❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜✉t
t❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇
♠❛ss r❡❣✐♠❡✳
❲✐t❤ t❤✐s r❡♠❛r❦✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✈❛♥✐❧❧❛ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❚♦❞❛②✱

t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❉P st✉❞✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ❣❛✉❣❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ♥♦t ✐♥✈♦❦✐♥❣ ♥❡✇✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❡❛✈②
s❝❛❧❛rs s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❊❛r❧② ✇♦r❦s ❧✐❦❡ ❬✺✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ ❛s t❤❡
✉s✉❛❧ t❡r♠ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❛s ❛ ♥❡✇ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✐♥❝❡ ❧✐❣❤t ❉Ps ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧②
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ✇✐❧❧ ❛❝t✐✈❡❧② ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❛
❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ st✉❞② ❝❛♥ tr❡❛t t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳✹✵ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❝❛s❡ ❜❡②♦♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

r❡s✉❧ts ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✹ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ 3σ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♦♥❧② ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ S ❛♥❞ T ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❡ ❝✉t ♦✉t t❤❡ Z✲r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ ♦✉r
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ s✐♥❝❡ |µ−1| ≪ 1 ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✻✵❛✮ ❛♥❞ ❡q✳ ✭✷✳✻✵❜✮
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ♠❛ss❡s✱ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s s❧✐❣❤t❧② s♦❢t❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❤❡ ❉P ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥❡str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❡①t ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✈✐❛ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❉P ♠❛ss r♦✉❣❤❧② ✉♥t✐❧ t❤❡
❉P ♠❛ss ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ❬✼✾❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡
❉P ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❲P❖✳

✷✳✷✳✸ P✉r❡ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✸✽✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②
✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② µ✱ α✱ ❛♥❞ δM2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❦✐♥❡t✐❝
♠✐①✐♥❣ ✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧ ♥♦✇ s♦ ✐t s❡❡♠s ♦♥❧② ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡ Z ♠❛ss
♠✐①✐♥❣ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛ ✈❡r② ❧✐❣❤t ❉P✳ ❖✉r ❛✐♠ ♥♦✇ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣

✹✵❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ U ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳





✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✷✾

✷✳✷✳✹ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣

❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦✇ t❤❛t ♣✉r❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❤♦t♦♥✲❧✐❦❡ ❉P ✇❤✐❧❡ ♣✉r❡
Z ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ Z✲❧✐❦❡ ❉P ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ Z ♠✐①✐♥❣✱ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ❝♦♥s♣✐r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
♠✐①✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❉P ❛♥❞ ❩ ❜♦s♦♥
❛s ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✷✳✸✵✮ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s
♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ❛s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛rt✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡q✳ ✭✷✳✸✮
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❋♦r ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✐t❡r❛t❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣

♠✐①✐♥❣ ❤❡r❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❛❜❧❡ ✷✳✶✮

α =
ǫB − δm
√

1− ǫ2B

✭✷✳✼✺❛✮

gY =
g1

√
1 + α2

√

1− ǫ2B

✭✷✳✼✺❜✮

cos θW =
g2

√

g2Y + g22

✭✷✳✼✺❝✮

M̃Z =
√

g2Y + g22
v

2
✭✷✳✼✺❞✮

µ =
1

√

1− ǫ2B

MX

M̃Z

✭✷✳✼✺❡✮

tan(2ξ) =
2 sin θWα

1− α2 sin2 θW − µ2
✭✷✳✼✺❢✮

mZ = M̃Z

√

(cos ξ + α sin θW sin ξ)2 + sin2 ξµ2 ✭✷✳✼✺❣✮

m❉P = M̃Z

√

(sin ξ − α sin θW cos ξ)2 + cos2 ξµ2 . ✭✷✳✼✺❤✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ s♦♠❡ s✉❜t❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ❤❡r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② gY 6= g1 ❛s ♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❛❝ts
t❤❡ ❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ Z ♠❛ss✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α > 0✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥
❡①♣r❡ss t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✹✺✮

DT
❙t =























cos θW√
1+α2

√
1−ǫ2B

sin θW cos θW

α− ǫB√
1−ǫ2

B√
1+α2

− sin θW cos ξ+α sin ξ√
1+α2

√
1−ǫ2B

cos θW cos ξ

(

1+
αǫB√
1−ǫ2

B

)

sin ξ−
(

α− ǫB√
1−ǫ2

B

)

sin θW cos ξ

√
1+α2

sin θW sin ξ−α cos ξ√
1+α2

√
1−ǫ2B

− cos θW sin ξ

(

1+
αǫB√
1−ǫ2

B

)

cos ξ+

(

α− ǫB√
1−ǫ2

B

)

sin θW sin ξ

√
1+α2























✭✷✳✼✻✮

=



















cos θW√
1−2ǫBδm+δ2m

sin θW − cos θW
δm√

1−2ǫBδm+δ2m

−
(

sin θW cos ξ+
ǫB−δm√

1−ǫ2
B

sin ξ

)

√
1−2ǫBδm+δ2m

cos θW cos ξ

1−ǫBδm√
1−ǫ2

B

sin ξ+δm sin θW cos ξ

√
1−2ǫBδm+δ2m

sin θW sin ξ− ǫB−δm√
1−ǫ2

B

cos ξ

√
1−2ǫBδm+δ2m

− cos θW sin ξ

1−ǫBδm√
1−ǫ2

B

cos ξ−δm sin θW cos ξ

√
1−2ǫBδm+δ2m



















, ✭✷✳✼✼✮



✸✵ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♠❛ss ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ❡q✳ ✭✷✳✹✺✮
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t δm → 0✳

❲✐t❤ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❞✉❡
t♦ ❡q✳ ✭✷✳✼✺❜✮✱ ✇❡ ❡①❛❝t❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✺✵✮ ❛s t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ (1− 2ǫBδm +
δ2m)

−1/2 ❛❧✇❛②s ❣❡ts ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t g1✱ ❛❣❛✐♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♦✉r ❡♥t✐r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ α ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❛❧s♦ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠❛ss ❧✐♠✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡♠♣❤❛s✐s❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❡❡♠✐♥❣❧② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠✐①✐♥❣✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡q✳ ✭✷✳✼✻✮ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ ✐✳❡✳
jX 6= 0✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡r♠s ❞✐r❡❝t❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ δm ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ r❡❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❚♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝✱
t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✼✻✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✏♥♦♥✲r❡❞❡✜♥❛❜❧❡✑ ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦
t❤❡ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤ ♦♥❧② ❢♦r δm = 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡✳

✷✳✷✳✺ ✭■♥❞✉❝❡❞✮ ▼✐❧❧✐❝❤❛r❣❡

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ♠✐♥✐❝❤❛r❣❡✮ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋✐rst✱ ❛❧❧
❝❤❛r❣❡s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ e ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ q✉❛r❦s t❤❛t
❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ e/3✮ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼ s②♠♠❡tr✐❡s ❬✽✹❪✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧s♦ ♦✛❡r ✐♥tr✐❣✉✐♥❣
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✐♥ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❬✷✾✱ ✼✽✱ ✽✺✕✾✵❪✳

❚❤❡ ♠❛ss❧❡ss ❝❛s❡

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✏tr✉❡✑ ❛♥❞ ✏❡✛❡❝t✐✈❡✴✐♥❞✉❝❡❞✑
♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡ ❬✾✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣❡♥✉✐♥❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✉♥❞❡r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡s t✇♦ U(1)s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦
s❡❝t♦r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❡❣✐♠❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛
❢❡✇ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✵❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣
♦♥ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❡t✉♣ ♦❢ ♦♥❧② ❦✐♥❡t✐❝
♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛ss❧❡ss ❉P ❛♥❞ t❤❡ ❙▼ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t jµ❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❊▼
❝✉rr❡♥t jµ❊▼

L =− 1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν −
ǫ

2
FµνF ′

µν + jµ❊▼Aµ + jµ❞A
′
µ ✭✷✳✼✽✮

A′→A′−ǫ/
√
1−ǫ2A−−−−−−−−−−−−→

A→1/
√
1−ǫ2A

− 1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν +
1√

1− ǫ2
jµ❊▼Aµ − jµ❞

(

A′
µ −

ǫ√
1− ǫ2

Aµ

)

.

✭✷✳✼✾✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ♥♦✇ ❝♦✉♣❧❡s ✇❡❛❦❧②✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
ǫ✱ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❞❞❡♥ SO(2) s②♠♠❡tr②✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛♥
r♦t❛t❡ t❤❡ st❛t❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s
❜❛s✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❛r❡♥t✱ ✐t ❡①✐sts ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❜❛s✐s ❛s



✷✳✷ ❋r♦♠ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✸✶

✇❡❧❧✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❧✐✈❡ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝❛❧❧ A ✐♥
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❜❛s✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ❜❛s✐s ❡♥♦r♠♦✉s❧② s✐♠♣❧✐✜❡s ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳✹✷

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ♠❛ss t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❉P✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ t❤❡ SO(2)
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❛s✐s✿ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ r♦t❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❛✇❛② ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❡q✳ ✭✷✳✼✷❜✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✇✐❧❧ ❜❡

L✐♥t =
1√

1− ǫ2
jµ❞A

′
µ − jµ❊▼

(

Aµ −
ǫ√

1− ǫ2
A′
µ

)

. ✭✷✳✽✵✮

❘❡❢✳ ❬✸✵❪✹✸ ❝❧❛✐♠s ✭r✐❣❤t❢✉❧❧② s♦✮ t❤❛t t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛r❦
s❡❝t♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛t ❛❧❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦♥❧② t❤❡ ❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s
r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❞❛r❦ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡✳

❚❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❝❛s❡

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤✐s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t ✉s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✳ ✭✷✳✷✾✮ ✐♥ ♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❥✉st t✇♦ U(1)s✹✹

L =− 1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν −
ǫ

2
FµνF ′

µν + jµ❊▼Aµ + jµ❞A
′
µ −

m2

2

(

A′
µ + δAµ

)2
, ✭✷✳✽✶✮

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ tr❛♥s❢♦r♠ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ ❡q✳ ✭✷✳✽✵✮

L =− 1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν +
1√

1− ǫ2
jµ❞A

′
µ − jµ❊▼

(

Aµ −
ǫ√

1− ǫ2
A′
µ

)

− m2

2

(

1− ǫδ√
1− ǫ2

A′
µ + δAµ

)2 ✭✷✳✽✷✮

L✐♥t →
1√

1− 2ǫδ + δ2
jµ❞

(

1− ǫδ√
1− ǫ2

A′
µ − δAµ

)

+
1√

1− 2ǫδ + δ2
jµ❊▼

(

Aµ −
ǫ− δ√
1− ǫ2

A′
µ

)

,

✭✷✳✽✸✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ❣♦ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s
(

A′

A

)

→
(

c −s
s c

)(

A′

A

)

✭✷✳✽✹❛✮

c =
1− ǫδ√

1− 2ǫδ + δ2
✭✷✳✽✹❜✮

s =
√

1− c2 = δ

√

1− ǫ2

1− 2ǫδ + δ2
. ✭✷✳✽✹❝✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✷✳✼✺❛✮ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❉P ♣❤②s✐❝s ✐❢ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❞❛r❦ s❡❝t♦r✳
❆s ♥♦t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤❡s ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛r❦ s❡❝t♦r ✐s ♥♦✇ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❘❡❢✳ ❬✸✵❪ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ②✐❡❧❞s ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡✳ ❲❤✐❧❡

✹✷❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❡ ❜❛s✐s✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡
❜❛s✐s ✐s ❥✉st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝✐st ✭♦r ❛♥♦t❤❡r ❡♥t✐t②✮ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❛r❦
s❡❝t♦r✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♣r❡❢❡r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❤♦✐❝❡✳
✹✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ǫ ❛♥❞ δ ✐s ✐♥✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳
✹✹❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳



✸✷ ✷ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥

t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❝♦rr❡❝t ✐❢ t❛❦❡♥ ❛t ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t ❛r❡ ♥♦t
❡①❛❝t❧② ❝❧❡❛r s✐♥❝❡✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❙▼ s❡❝t♦r ❣❡ts ❛ ❞❛r❦ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s
❛❧s♦ t❤❡ ❉P ❛❝ts ❛s ❛ ♠❡❞✐❛t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♠❡❞✐❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❉P✳ ❋r♦♠
s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛t ❧❡❛st ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤
♠❛ss ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✉t t❤❡ ❉P ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥✐❝
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ✐♥❞❡❡❞ ✜♥❞ ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡✳ ❋♦r ✈❡r② ❧✐❣❤t ❉Ps✱ ✐✳❡✳ ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝❛❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❙▼ ❛♥❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r ♠❛ss❡s✱ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ SO(2) s②♠♠❡tr②
❛♥❞ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠✐①✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉r s❡t✉♣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t❡r♠ ❞❡❝♦✉♣❧❡s
✇✐t❤ m→ 0✳
❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ s❡t✉♣s ❛s ✇❡

✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✭♣❛rts ♦❢✮ t❤❡ ❉▼ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r
❡✈❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❉P ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❉▼ ❬✾✷✱ ✾✸❪ s✐♥❝❡ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛r❦ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡ ❉P✳ ❚❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ s❡❝t♦r ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡s❡ s❡❛r❝❤❡s s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ s❡❡♥ ❣♦♦❞
❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss❧❡ss ❉P ❞❡❝♦✉♣❧❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t
♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t ❙▼ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✈✐❛ ✈✐rt✉❛❧ ❡✛❡❝ts ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✼✽❪✳



✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢
❚❤❡ ▼♦♦♥✿ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts
✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❆♥❞ ✐❢ ②♦✉r ❤❡❛❞ ❡①♣❧♦❞❡s ✇✐t❤ ❞❛r❦ ❢♦r❜♦❞✐♥❣s t♦♦

■✬❧❧ s❡❡ ②♦✉ ♦♥ t❤❡ ❞❛r❦ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♦♥

❇r❛✐♥ ❉❛♠❛❣❡
P✐♥❦ ❋❧♦②❞

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✿

❬✶❪ ❏✳ ❋r❡r✐❝❦✱ ❋✳ ❑❛❤❧❤♦❡❢❡r✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙❝❤♠✐❞t✲❍♦❜❡r❣✱ ❆✬ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s✉♥r✐s❡✿ ❜♦♦st✐♥❣
❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❏❈❆P ✵✸ ✭✷✵✷✸✮ ✵✵✶✱ ❬❛r❳✐✈✿✷✷✶✶✳✵✵✵✷✷❪

❲❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✿

❼ ▼♦r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ ♣❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t♦♣✐❝ ♦❢ ♣❧❛s♠❛✴♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣♦rt❛❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♠❛❦❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❦✐♥❡t✐❝
♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ = ǫB cos θW ❛♥❞ t❤❡ ❉P ♠❛ss m ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ Z ❜♦s♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❡❣✐♠❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✼✶❝✮✳
❲✐t❤ t❤❡ ❡✈❡r✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❉▼ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠♦t✐✈❛✲

t✐♦♥ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❇❙▼✳ ❉❡s♣✐t❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rts✱ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣
❞✐r❡❝t ♦r ✐♥❞✐r❡❝t s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❉▼ ❜❡②♦♥❞ ✐ts ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤❡s❡ ♥✉❧❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
♣r♦♠♣t❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ s❤✐❢t t❤❡✐r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❧✐❣❤t❡r ❛♥❞ ❢❡❡❜❧② ❝♦✉✲
♣❧❡❞ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❛✈② ❉P ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐t ✐s t✐♠❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❛♥❞
✈❡r② ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❉P ♥♦✇ ❛s ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♦♥❧② ❛♥❞ ✉s❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ❉P ❜❡❤❛✈❡s ♠♦r❡
♣❤♦t♦♥✲❧✐❦❡ t❤❛♥ Z✲❧✐❦❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❉▼ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❉P ❧❛t❡r ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❉P ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ r✐❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ❡✈❡♥ ✐❢ ❉Ps ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❉▼ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ❢r♦♠ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❉P

✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ❣❛✉❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♥❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♥♦r t❤❡
❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡t✉♣ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ❛♥❞
t❤❡ ❉P ♠❛ss m✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠❛ss ❢♦r t❤❡ ❉P ✈✐❛
t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✐♥❝❡ ✐t ❝✐r❝✉♠✈❡♥ts t❤❡ str♦♥❣ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❦❡♥ U(1) ✈✐❛ ❛ ❞❛r❦ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ❬✸✽✕✹✵❪✳



✸✹
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❉P ❧✐♠✐ts ❡①t❡♥❞ ♦✈❡r ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛✈② ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❉Ps ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ▼❡❱ t♦ ●❡❱ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❛ss t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✐s✲
t✐♥❝t r❡❣✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❢❛r ❢r♦♠ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❤❡❛✈② ❉P ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ♦♥ ❝♦❧❧✐❞❡r
❛♥❞ ❜❡❛♠ ❞✉♠♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✷✵✱ ✾✹✱ ✾✺❪✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❧✐❣❤t
r❡❣✐♠❡ ❡①t❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ▼❡❱✴●❡❱ s❝❛❧❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❢✉③③② ❉▼ ❬✾✻✱ ✾✼❪ r❡❣✐♠❡ ❛t ❛r♦✉♥❞
10−21 ❡❱✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉Ps ♠♦r❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ✫ ✺ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇
❢♦❝✉s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❉P s❡❛r❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉r❡ ❉P s❡❛r❝❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❉P ❜❡✐♥❣ ✭❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢✮ ❉▼✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❛ss r❡❣✐♦♥
❞♦✇♥ t♦ ∼ 10−7 ❡❱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤❛❧♦s❝♦♣❡s ❬✾✽✕✶✵✶❪✱ ✐✳❡✳
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧♦♦❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❉P❉▼ ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❝❛s❡ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❜♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛r❞❡r
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤♦✉❣❤✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡❧② ♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts ✭❧✐❦❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈✐rt✉❛❧
❉Ps✮ ♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛ ❧♦❝❛❧ ❉P s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✿

t❤❡ ❙✉♥✳ ❚❤❡ ❙✉♥ ♠❛② ❝♦♣✐♦✉s❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❉Ps ✇✐t❤ ♠❛ss s♠❛❧❧❡r ♦r ❛r♦✉♥❞ ✐ts ✭❝♦r❡✮
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✶✵✷✕✶✵✻❪✳✶ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❙✉♥ r❡q✉✐r❡s
t❤❡ r✐❣♦r♦✉s tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r r❡s♦♥❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ♠❛ss✐✈❡❧②
s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t t❤❡ ✏❞❛r❦✑ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ t❤❡
❙✉♥✱ ❞❡♣❡♥❞ s❡♥s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❉P ♠❛ss✱ ❛♥❞ s♦ ❞♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉P ❧✐♠✐ts✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧②
❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❛r❦ ❧✉♠✐♥♦s✐t② st❛②s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ str❡♥❣t❤✱ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♦❧❛r ❝♦♦❧✐♥❣
❛r❣✉♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❙✉♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ st❛rs✱ r❡❞ ❣✐❛♥ts ❬✶✵✻❪ ♦r
♥❡✉tr♦♥ st❛rs ❬✶✵✼❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❉Ps ♦♥ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❬✶✵✽✕✶✶✸❪✳ ❖♥❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts
✐s t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr✉♠ ❜② r❡s♦♥❛♥t ♣❤♦t♦♥✲❉P ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ s✉♣❡rr❛❞✐❛♥❝❡ ♦❢ ❉Ps ❬✶✶✹❪
✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ q✉❡♥❝❤ t❤❡ s✉♣❡rr❛❞✐❛♥t ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳
▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛s♠❛✲❡✛❡❝t✲❞r✐✈❡♥ ♣r♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❉P ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t

s❡❛r❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ❉Ps ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❙✉♥✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❡❛r❧✐❡r ♣r♦♣♦s❛❧s ♦❢ s♦❧❛r ❛①✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✱ ✐✳❡✳ ✇❡
❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❉Ps ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❙▼ ♣❤♦t♦♥s ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤✮✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s s✉❝❤ ❛s ❈❆❙❚ ❬✶✶✼❪ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦
❜❡ r❡♣✉r♣♦s❡❞ ❛s ❉P s❡❛r❝❤❡s ❬✶✵✷❪✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❉Ps ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥t♦ ❙▼ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡✐r s❡t✉♣ ✐s ❧❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡r✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❉P✲♦♥❧② ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ❧✐❦❡ ❙❍■P❙ ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡s❡ s❡❛r❝❤❡s
❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❦❡❱ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ µ❡❱ s❝❛❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❧✐♠✐ts
❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❉P ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✶✾✱ ✶✷✵❪✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇♦r❦ ♦✉t t❤❛t ❉P ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ❝❛♥ ❜❡

✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥❝❡ t❤❡✐r s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❢♦r
❛①✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❬✶✷✶❪✳✷ ❚♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧②

✶❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❙✉♥✬s ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
✷❆①✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦r❡✳



✸✳✶ ❙♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✸✺

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❍✐♥♦❞❡ ❳✲❘❛② ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❳❘❚✮ ❬✶✷✷❪✱ ♦✛❡r✐♥❣ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② r❛t❤❡r ♣♦♦r✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ ✏❞❛r❦s✑✱
✐✳❡✳ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❝❧♦s❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❧❡❛r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉P ❧✐♠✐ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❛✐✈❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❥✉st ❝♦✉♥t✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
s♣❡❝tr❛❧ ♦r ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦t
❜✉✐❧t t♦ ❜❡ ❛ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ t♦
❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ♣✉r♣♦s❡✲❜✉✐❧t ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡✳

❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ s♦❧❛r ❉P ✢✉① ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡♦✉s❧② ❧♦♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐❣❤t✲s❤✐♥✐♥❣✲t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲✇❛❧❧ ✭▲❙❲✮ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❬✶✾✱ ✶✷✸✱ ✶✷✹❪✳ ❚❤✐s ✏❧✐❣❤t s❤✐♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼♦♦♥✑ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦✛❡rs ❛♥ ✉♥♣❛r✲
❛❧❧❡❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❛rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♦♥✳ ❖❢
❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡s ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❡❧♦✇ ♠❡❱
s❝❛❧❡ ❉P ♠❛ss❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡r❡
✇❡r❡✴❛r❡ ♠❛♥② ①✲r❛② s❛t❡❧❧✐t❡s ❜❡②♦♥❞ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❝♦♥st❛♥t❧② tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ s♦❧❛r ❛❝t✐✈✲
✐t② ❬✶✷✷✱ ✶✷✺✱ ✶✷✻❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❝❧✐♣s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t♦ r❡❥❡❝t ✉♥♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ s♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛ss r❡❣✐♠❡s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❞❡♥t✐❢② ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❛s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r
♦✉r ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s str❛t❡❣②✱ str❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
♣r♦♣❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r♦❜✉st t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ♣✉t ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❉P s❡❛r❝❤❡s✱ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❡✛❡❝t ♦♥ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts
✐♥ ✸✳✸✳ ✸

✸✳✶ ❙♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇s t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❉Ps ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡s
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤✐s
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉① ♦❢ s♦❧❛r ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

✸✳✶✳✶ ❉P ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛s

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❉P A′
µ ✐♥ t❤❡

❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❧✐♠✐t✱ ✐✳❡✳ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ Z ❜♦s♦♥✳ ■♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥
s✐♠♣❧✐❢② ❡q✳ ✭✷✳✶✮ ❢♦r A′

µ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ Aµ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

Lvac = −1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν −
ǫ

2
FµνF ′

µν + jµA
µ +

m2

2
A′µA′

µ , ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❙▼ s❡❝t♦r✱
✇✐t❤ Fµν ✭F ′µν✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❞❛r❦✮ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❘❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s
②✐❡❧❞s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛ss ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✸❋♦r t❤❡ ❝❧❛r✐t② ♦❢ t❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶❪ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rts ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥
t❡①t✳



✸✻
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❡r♠s✳✹ ❲❡ s❤♦✉❧❞ str❡ss t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❉P ♠❛ss m
❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ǫ✳ ▲❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s

Aµ → 1√
1− ǫ2

Aµ ✭✸✳✷✮

A′
µ → A′

µ −
ǫ√

1− ǫ2
Aµ ✭✸✳✸✮

Lvac,int = −1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν +
1√

1− ǫ2
jµA

µ

+
m2

2
A′µA′

µ −
ǫm2

√
1− ǫ2

AµA′
µ +

ǫ2m2

1− ǫ2
AµAµ ,

✭✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s✺

Aµ →
√

1− ǫ2Aµ − ǫA′
µ ✭✸✳✺✮

A′
µ →

√

1− ǫ2A′
µ + ǫAµ ✭✸✳✻✮

Lvac,m = −1

4
FµνFµν −

1

4
F ′µνF ′

µν + jµ

(

Aµ − ǫ√
1− ǫ2

A′µ
)

+
m2

2(1− ǫ2)
AµA

′µ . ✭✸✳✼✮

❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠

❙t❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ❢♦r ♥♦✇✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❉P✲♣❤♦t♦♥
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♥❡✉tr✐♥♦s ❬✶✷✼✱ ✶✷✽❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛♥② ❙▼ ♣r♦❝❡ss
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❉Ps✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❧❡t ✉s
❞❡♥♦t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛t❡ ❉P ❜② |A′〉 ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥ st❛t❡ ❜② |A〉✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❜② |γ′〉 ❛♥❞ |γ〉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❛❧❧ ✜❡❧❞s ❛s ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s

|A(t)〉 =
(
√

1− ǫ2|γ(t)〉 − ǫ|γ′(t)〉
)

=
(
√

1− ǫ2|γ(0)〉eikx − ǫ|γ′(0)〉eik′x
)

e−iωt ✭✸✳✽❛✮

|A′(t)〉 =
(
√

1− ǫ2|γ′(t)〉+ ǫ|γ(t)〉
)

=
(
√

1− ǫ2|γ′(0)〉eik′x + ǫ|γ(0)〉eikx
)

e−iωt ✭✸✳✽❜✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉s✐♥❣ |γ(′)(0)〉 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ω ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠
k✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥t❛✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (A→ A′) = |〈A(0)|A′(t)〉|2

〈A(0)|A′(t)〉 = ǫ
√

1− ǫ2
(

eikx − e−ik
′x
)

eiωt ✭✸✳✾✮

⇒ P (A→ A′) = 4ǫ2
(

1− ǫ2
)

sin2
(

(k − k′)x
)

✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ x = x(t) ✇✐t❤ x(0) = 0 ❛s ✇❡ ❛r❡
❢r❡❡ t♦ s❤✐❢t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② 〈γ(0)|γ′(0)〉 = 0✱ ✇❤✐❧❡

✹❲❡ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ❡q✳ ✭✷✳✼✹✮ t❤❡ ❉P ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ❊▼ ❝✉rr❡♥t ❛s ✇❡❧❧✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❉P ❝♦♠♣❧❡t❡❧② st❡r✐❧❡✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛ss t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ ❉P ❛♥❞
❙▼ ♣❤♦t♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤✐s r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✐s
♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❧✐❣❤t❡r ❉Ps ❛s t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ t❤❛♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳

✺■♥ t❤✐s st❡♣ ✇❡ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞
❜❛s✐s ✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛s
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳



✸✳✶ ❙♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✸✼

❡q✉❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ t♦ ✶ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ ❥✉st t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ♠✐①✐♥❣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ǫ ≪ 1✱
❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❣♦✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✻ k′ =

√
ω2 −m2 ≈ ω −m2/(2ω) ✇❡ ❣❡t t♦

❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r

P (A↔ A′) = (2ǫ)2 sin2
(

m2L

4ω

)

, ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ A ↔ A′✳ L ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❢r♦♠ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❉P✴♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ❡♥❡r❣②✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts✱ ❡✳❣✳ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪✳

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ m2L ≫ ω✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❛♣✐❞❧② ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ ▲ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s✐♥❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✉t t♦ 1

2 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts ✭✐✳❡✳ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✮
❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡
t❤❛t ❡q✳ ✭✸✳✶✶✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❉Ps ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❧✐♠✐t✱
m2L ≪ ω✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♠❛ss ❢♦r ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❉P ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡
s❡♥t ♦✉t ✐♥ ❛♥ ❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t t❛❦❡s
✈❡r② ❧♦♥❣ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s t♦ ❞❡❝♦❤❡r❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t
s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❉P ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ L r❛♣✐❞❧②
❧♦s❡s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❉P ♠❛ss ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ m <

√

ω/L✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❡rr❡str✐❛❧
❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ♣♦✐♥t ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ t❛❜❧❡ ✸✳✷
❢♦r ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❛♥❣❡✳

❆ ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ❛t ♣❧❛s♠❛ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❡❛s❡ s✐♥❝❡ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ǫ ❛♥❞ m✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ L ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡
ω✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊▼ ♣❧❛s♠❛✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ s❝❛❧❡s ♦❢
r❡❧❡✈❛♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❛❧s♦ ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱
♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ st✉❞② ♥♦t ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✉t ❛❧s♦ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♦❢ ♣r♦❜✐♥❣ ❞❡❡♣ ✐♥t♦ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❋♦r ❛ ✜rst ❤✐♥t ❛t ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s
❛t ✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✷✾❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss mγ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❊▼ ♣❧❛s♠❛ ❬✶✸✵❪✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωp

mγ ≈ ωp =

√

4παne
me

✭✸✳✶✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ssme ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ne✳✼ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛❧❧ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥s✐❞❡
❛ ❣✐✈❡♥ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❜✉t ❛s ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❧❞ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ✭r❡❧❡✈❛♥t✮ s♣❡❝✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ me ≪ m✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❧❡❝tr♦♥s
❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ tr❡❛t♠❡♥t✳

✻❲✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡✐♥❣ ♠❛ss❧❡ss ✇❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❤❛✈❡ ω = k✳
✼▼♦r❡ ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥

❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❧❛s♠❛ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝✐s❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✳



✸✽
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥❜❛s✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✳ ✭✸✳✷✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
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1− ǫ2

AµA′
µ +
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1− ǫ2
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, ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡str✉❝t✉r❡
❝♦♥st❛♥t α ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ωp✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ s♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❛❞✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ mγ = mγ(r) = mγ(r) ✐♥✈♦❦✐♥❣
s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss s❝❛❧❡ ♥♦✇ ♦♣❡♥s ✉♣ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣
❝❛s❡s✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❤❡❛✈② ❉Ps✱ ✐✳❡✳ m≫ mγ ✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t ❛❧❧ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts
❛♥❞ ❥✉st ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❉P✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ m≪ mγ ✱ ✇❡ ✇✐❧❧
✜♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ♠❛ss❡s ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❡♠♣t② ❞❛r❦
s❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ✜♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡❧② ♠❛ss✐✈❡ ❝❛s❡ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛ss❧❡ss ❝❛s❡ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❬✷✸❪✱ ✐✳❡✳ “m = 0” 6= “m → 0”✳ ❚❤✐s ❝❧❛✐♠ ✐s ✇❡❧❧
❥✉st✐✜❡❞✱ ❛s t❤❡ t❤✐r❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❉P ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣♦
t♦ 0 ❧✐❦❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉P✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐s❡❞ s❡t✉♣ ♦❢ ♣✉r❡ ✈❛❝✉✉♠✱ ❜✉t
✐♥ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ♦❢ ♠❛tt❡r
❡✛❡❝ts ∼ mγ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉P ♠❛ss ✐❢ ♦♥❡ ❥✉st ❞❡❝r❡❛s❡s m ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳
❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❛t❤❡r s♠♦♦t❤ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♠❛ss❧❡ss ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ❉Ps✳

❚♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ❢✉rt❤❡r✱ ❧❡t ✉s ❣♦ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s✐♥❣

M =





m2 −ǫm2
√
1−ǫ2

−ǫm2
√
1−ǫ2

ǫ2m2+m2
γ

1−ǫ2



 . ✭✸✳✶✹✮

❉✐❛❣♦♥❛❧✐s✐♥❣ t❤✐s ♠❛tr✐① ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛ss❡s

M2
± =

m2 +m2
γ ±

√

(

m2 +m2
γ

)2 − 4 (1− ǫ2)m2m2
γ

2 (1− ǫ2)
, ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ + ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ m ❛♥❞ mγ ✱ ✐✳❡✳ M+ ✐s
t❤❡ ❉P ♠❛ss ✐❢ t❤❡ ✏❜❛r❡✑ ❉P ♠❛ss m ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❛ss✳ ❚❤✐s ❛❧r❡❛❞② ❤✐♥ts ❛t
❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢♦r m = mγ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✈❡r② s♦♦♥✳✽ ▲❡t ✉s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❝r✐♣t p

Ap =

√
1− ǫ2m2 −M2

+
√

(1− ǫ2)(m2 −M2
+)

2 + ǫ2m4
A+

ǫm2

√

(1− ǫ2)(m2 −M2
+)

2 + ǫ2m4
A′ ✭✸✳✶✻❛✮

A′
p =

√
1− ǫ2m2 −M2

−
√

(1− ǫ2)(m2 −M2
−)

2 + ǫ2m4
A+

ǫm
√

(1− ǫ2)(m2 −M2
−)

2 + ǫ2m4
A′ , ✭✸✳✶✻❜✮

✽■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛s t❤❡ t❡r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ 0 ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛✈♦✐❞❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❬✶✸✶✱ ✶✸✷❪✳



✸✳✶ ❙♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✸✾

❢♦r m > mγ ❛♥❞

Ap =

√
1− ǫ2m2 −M2

+
√

(1− ǫ2)(m2 −M2
+)

2 + ǫ2m4
A− ǫm

√

(1− ǫ2)(m2 −M2
+)

2 + ǫ2m4
A′ ✭✸✳✶✼❛✮

A′
p =

√
1− ǫ2m2 −M2

−
√

(1− ǫ2)(m2 −M2
−)

2 + ǫ2m4
A− ǫm

√

(1− ǫ2)(m2 −M2
−)

2 + ǫ2m4
A′ , ✭✸✳✶✼❜✮

❢♦r m < mγ ✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①❛❝t✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣✳ ❚♦
❝♦♥♥❡❝t ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡①♣❛♥❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ♠✐①✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ǫ≪ 1✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r t❤❡ st❛t❡s t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r

Ap = A− ǫm2

|m2
γ −m2| A

′ ✭✸✳✶✽❛✮

A′
p =

ǫm2

|m2 −m2
γ |
A+A′ , ✭✸✳✶✽❜✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r m < mγ ✳ ▼❛❦✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✸✳✼✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❡r❡ ǫ❡✛

ǫ❡✛ = ǫ
m2

|m2
γ −m2| ≈

{

ǫ , m2 ≫ m2
γ

ǫm
2

m2
γ
, m2 ≪ m2

γ

. ✭✸✳✶✾✮

■♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥
♠♦❞✐❢② ❡q✳ ✭✸✳✶✶✮ ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ→ ǫ❡✛✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♦♥✱ ✐✳❡✳
m = mγ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ s❝r✉t✐♥②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✭tr❛♥s✈❡rs❡✮ ❉P✳ ■♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ t♦ ❜❡ ♠❛ss✐✈❡❧②
❜♦♦st❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉P ✢✉①✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉①✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡s ❛❜♦✈❡
❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts t♦ st✉❞② t❤✐s ❝❛s❡✳

❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ♥♦✇ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❉P✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛ ♠❛ss✐✈❡
❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❊❖▼s✮ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞✳
❋♦r ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸✸❪ ❛♥❞ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣❤②s✐❝s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸✹❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✐♠♣❧✐❢② t♦ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥② s❝❛tt❡r✐♥❣✳
■♥ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❡q✉❛t✐♦♥

me
∂ve
∂t

+me (ve · ∇)ve = −e
(

E− ǫ√
1− ǫ2

E′ + ve ×
(

B− ǫ√
1− ǫ2

B′
))

, ✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♠❛ss ❜② ve ❛♥❞ me✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❛ss ❡✐❣❡♥❜❛s✐s✳ ❚❤✐s



✹✵
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❜❛s✐s ❢✉rt❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
(

�−
(

m2

1−ǫ2 0

0 0

))

(

A′
µ

Aµ

)

− ∂µ∂
ν

(

A′
ν

Aν

)

=

(

−ǫ√
1−ǫ2
1

)

jµ , ✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❉P ❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉rr❡♥t ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✲
❡♥t str❡♥❣t❤s✳ ❖✉r ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❢✉❧❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✭♣s❡✉❞♦✲✮▲♦r❡♥③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❈❤❛♣t❡r ✺✮

∂µA(′)
µ = 0 . ✭✸✳✷✷✮

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❛ ♣✉r❡ ❣❛✉❣❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ r❡q✉✐r❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❉P ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂µ t♦ ❡q✳ ✭✸✳✷✶✮✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❛t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✐❛♥✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛♥❝❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛ss t❡r♠ tr✉❧② ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥
❞r♦♣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜♦① ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❡♦♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✸✲✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈✐❛ ❡q✳ ✭✸✳✷✷✮✳
❋♦r ♦✉r ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢

✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ tr❡❛t t❤❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
❋♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛♥t✐t②✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡

X(x, t) =
1

4π2

∫

dωd3kX(k, ω)e−i(ωt−k·x) . ✭✸✳✷✸✮

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❊❖▼ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡

ve = −i e

meω

(

E− ǫ√
1− ǫ2

E′
)

, ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ t❡r♠✳ ❋♦r ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❧✐t t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ✐♥t♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

A = AL
k

k2
+AT ✇✐t❤ k ·AT = 0 . ✭✸✳✷✺✮

❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▲♦r❡♥③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
✜♥❞

∂µA(′)
µ = 0 ⇔ iωA

(′)
0 = iAL ✭✸✳✷✻✮

⇒ E(′) = −∇A(′)
0 − ∂tA

(′) = iω

[(

1− k2

ω2

)

A
(′)
L

k

k2
+A

(′)
T

]

, ✭✸✳✷✼✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ t❤❡
♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②

jµ = −(ne, neve) ✭✸✳✷✽✮

⇒ j = ω2
p

[((

1− k2

ω2

)

AL
k

k2
+AT

)

− ǫ√
1− ǫ2

((

1− k2

ω2

)

A′
L

k

k2
+A′

T

)]

, ✭✸✳✷✾✮



✸✳✶ ❙♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✹✶

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✸✳✶✷✮✳ ❋♦r ❛ st❛t✐♦♥❛r②
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐❝t❛t❡s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❊▼ ❛♥❞ ❉P ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❊❖▼s






ω2 +







m2
(

1− k2

ω2

)

(1−ǫ2)
+

ǫ2ω2
p

(1−ǫ2) − ǫω2
p√

1−ǫ2

− ǫω2
p√

1−ǫ2 ω2
p













(

A′
L

AL

)

= 0 , ✭✸✳✸✵✮

❛♥❞


ω2 − k2 −





m2+ǫ2ω2
p

(1−ǫ2) − ǫω2
p√

1−ǫ2

− ǫω2
p√

1−ǫ2 ω2
p









(

A′
T

AT

)

= 0 . ✭✸✳✸✶✮

❚❤✐s ❛❧r❡❛❞② ❤✐♥ts ❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ✐s ♥♦♥✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣✳
❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t ✐❢ ✇❡ s❡♥❞ ǫ→ 0✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❉P ❞❡❝♦✉♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s
❛❧❧ t❤❡ k ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞r♦♣s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❊❖▼✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡
✐s ❥✉st ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❧❛s♠♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♥♦t ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞✳ ❲❡ s❡❡
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✲❞❡r✐✈❡❞ ❡q✳ ✭✸✳✶✹✮ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❡tt❡r
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞
❢♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s✱ ❜✉t t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥②✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡q✉✐r❡s ❣r❡❛t❡r ❝❛r❡ ❛s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❬✶✵✻❪✳
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡ ✉♥❞❡r ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✐t s❡❡♠s
❧✐❦❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐✈❡r❣❡s✱ ❝❢✳ ❡q✳ ✭✸✳✶✶✮ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✾✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥
✉♥♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❊❖▼s ❛❜♦✈❡✳ ❖♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❞❛♠♣✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠ ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡✳❣✳ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸✸❪✳
❲✐t❤ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✸✺❪✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❬✶✵✷✱
✶✵✸❪✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s t❤❡ ✭tr❛♥s✈❡rs❡✮ ♣❤♦t♦♥ s❡❧❢✲❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡
♣❧❛s♠❛ Π ❬✶✵✷✱ ✶✸✻❪ t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

Π = m2
γ + iωΓ ✭✸✳✸✷✮

P (AT → A′
T ) ≃

ǫ2m4

(

m2
γ −m2

)2
+ ω2Γ2

, ✭✸✳✸✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ǫ ❛♥❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ ❛♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ Γ−1 ❬✶✵✷✕✶✵✹✱ ✶✵✻❪✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛s✱ ❢♦r ❛ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛s♠❛s ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❘❡❢s✳ ❬✶✵✷✱ ✶✵✸❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ t❤❛t ♦♥❧② ♠✐❧❞❧② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞✴♦r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐s st✐❧❧ ❛ r♦❜✉st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳✾ ❆t ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞
mγ = ωp ❛♥❞

Γ =
8πα2

3m2
e

ne . ✭✸✳✸✹✮

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❢❡r
t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✵✸❪✳

✾❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ΓL ✇❤❡r❡ ▲ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛✳
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■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❚❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✇✐❧❧ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛r♥ t❤❛t Γ ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ■♥ ❛ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ Γ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

✸✳✶✳✷ ❙♦❧❛r ❉P ♣❤②s✐❝s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❛❧✐s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠♦r❡ t♦✇❛r❞s s♦❧❛r ❉P ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❘❡❢s✳ ❬✶✵✷✱ ✶✵✸❪ ❤❡r❡✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✵✹✱ ✶✵✻❪ ❢♦❝✉s❡s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉P
✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❢♦r ♠♦st ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♥t❡r❡st✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳
❖✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧❛r st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ❬✶✸✼✕✶✸✾❪

t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✶❪
✇❛s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡
♠❛ss s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❉Ps✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s t❤❡
❧♦❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s Γ♣r♦❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Γ♣r♦❞ = e−ω/TΓ❛❜s , ✭✸✳✸✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❛t❡ Γ❛❜s ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠❛ T ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ T = T (r) ❝❛rr✐❡s ❛ r❛❞✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❙✉♥✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t
t♦ r❡❧❛t❡ t❤✐s q✉❛♥t✐t② t♦ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t❡ ✭♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮ Γ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡✳
❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s Γ = Γ♣r♦❞ − Γ❛❜s✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

Γprod(ω, r0) =
Γ(ω, r0)

eω/T (r0) − 1
. ✭✸✳✸✻✮

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❉Ps ❛t ♦♥❡ ♣♦✐♥t r0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✶✵✷❪

dN

dV dt
(r0) = 2

∫

d3k

(2π)3
Γprod(ω, r0)P (ω, r(l)) , ✭✸✳✸✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ t♦ ❣❡t t❤❡ ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤✐s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
s❡❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞s s❡♥s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛r❣✉♠❡♥t
❢♦r P ✐s r(l) = r0 + lk̂✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❉P k̂ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ l✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✉♣ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ✸✳✶✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♠♦♠❡♥t❛ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ l
❛✇❛② ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t r0 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤♦t♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈✐❛ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞
t❤❛t ✇❡ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❢♦r t❤❡ t✇♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉P✳
❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ✈✐❛ t❤❡ ♦♥✲s❤❡❧❧ r❡❧❛t✐♦♥ ω2 = k2 +m2 ❛♥❞ t❤❡

r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✸✼✮ t♦ ✜♥❞

dN

dV dt
=

4π

(2π)3

∫

d cos θkk
2dk

Γ(ω, r0)

eω/T (r0) − 1
P (ω, r(l)) ✭✸✳✸✽✮

⇒ 1

4πR2
e

dN

dV dtdω
=

dΦ

dV dω
=
ω
√
ω2 −m2

8π3R2
e

∫

d cos θk
Γ(ω, r0)

eω/T (r0) − 1
P (ω, r(l)) , ✭✸✳✸✾✮
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■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ ❝❧♦s❡st ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦r❡ r♠✐♥✳ ❲❡ ✜♥❞

dΦ

dωdΩ
=
ω
√
ω2 −m2

4π3

∫

❧✳♦✳s✳
ds

Γ(ω, r)

eω/T (r) − 1
P (ω, r(l)) ✭✸✳✹✷✮

=
ω
√
ω2 −m2

4π3

∫ R⊙

r♠✐♥

2rdr
√

r2 − r2♠✐♥

Γ(ω, r)

eω/T (r) − 1
P (ω, r, θ) , ✭✸✳✹✸✮

✇❤✐❝❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t②♣✐❝❛❧
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❉P ✐s ❛❧✇❛②s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢
❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♥♦✇ ♠❛❦❡ ❣♦♦❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❉♦✐♥❣ s♦ r❡q✉✐r❡s t♦ ♣❧✉❣ ✐♥
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ✐✳❡✳ ❡q✳ ✭✸✳✸✸✮ ✇✐t❤ mγ → mγ(r) ❛♥❞ Γ → Γ(r)✳✶✶

❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡
♥♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s❡t✉♣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛s♠❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡

▲❡t ✉s ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛r❣✉❛❜❧② ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦❢ m ≈ mγ(r)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s✲
♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♠❛ss ✇✐♥❞♦✇ ❛s t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣❧❛s♠❛ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❙✉♥ ✐s ❝❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
❧♦✇❡st ♠❛ss✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r s♦❧❛r ❧❛②❡rs ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦✉r ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❝❢✳ ❡q✳ ✭✸✳✸✻✮✳✶✷ ■♥ t❤✐s ♠❛ss
r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ r❛❞✐✉s r = r∗ ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t✳ ❆ t❤✐♥ s❤❡❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❛t r❛❞✐✉s ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳
❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛rt ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✹✶✮ ✜rst✱

♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
♥❛rr♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

P (ω, r, θ) =
ǫ2m4

(m2
γ(r)−m2)2 + (ωΓ(ω, r))2

∆r∗≪R⊙−−−−−−→ πǫ2m4δ(r − r∗)

ωΓ(ω)
∣

∣

∣

dm2
γ

dr

∣

∣

∣

✭✸✳✹✹✮

✇✐t❤ ∆r∗ = ωΓ(ω, r∗)
∣

∣dm2
γ/dr

∣

∣

−1

r∗
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s st❡♣

✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst ❡①♣❛♥❞❡❞ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳
✇❤❡r❡ mγ(r∗) = m✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ②✐❡❧❞s

m2
γ(r) ≈ m2

γ(r∗) +
dm2

γ

dr

∣

∣

∣

r∗
(r − r∗) , ✭✸✳✹✺✮

✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ (r − r∗) ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✹✹✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
∆r∗ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐❞t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❛rr♦✇ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇r❡✐t✲
❲✐❣♥❡r t❡r♠ ❛s ❛ δ−❞✐str✐❜✉t✐♦♥

1

π

ǫ

x2 + ǫ2
ǫ→0−−→ δ(x) . ✭✸✳✹✻✮

✶✶◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣❧❛s♠❛s ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳
✶✷❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪ ❢♦r ❛ ✈❡r② t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦✉ts❦✐rts ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✳



✸✳✶ ❙♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✹✺

■♥ ♣❛ss✐♥❣✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❧❡♥❣t❤
s❝❛❧❡s✿ ✇❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❤❛♥❣❡s s❧♦✇❧② ♦♥ s❝❛❧❡s ♦❢ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ l♣❧❛s♠❛

❛♥❞ ❛❧s♦✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢
t❤❡ ❙✉♥✱ ✐✳❡✳ l♣❧❛s♠❛ ≪ ∆r∗ ≪ R⊙✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞

dΦ

dω
≈ ω

√
ω2 −m2

2π2R2
e

∫ R⊙

0
r2dr

∫ 1

−1
d cos θ

Γ(ω, r)

eω/T (r) − 1

πǫ2m4δ(r − r∗)

ωΓ(ω, r∗)
∣

∣

∣

dm2
γ

dr

∣

∣

∣

r∗

✭✸✳✹✼✮

= ǫ2m4 r
2
∗
R2
e

√
ω2 −m2

π
(

eω/T (r∗) − 1
)

∣

∣

∣

dm2
γ

dr

∣

∣

∣

r∗

, ✭✸✳✹✽✮

✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❘❡❢✳ ❬✶✵✷❪ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ π/2 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❛ s❧✐❣❤t
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛rr♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦✳✶✸

❚❤✐s r❡s✉❧t ♥♦✇ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡q✳ ✭✸✳✹✸✮ ❡①♣❧✐❝✐t❧②

dΦ

dωdΩ
≈ ω

√
ω2 −m2

4π3

∫ R⊙

r♠✐♥

2rdr
√

r2 − r2♠✐♥

Γ(ω, r)

eω/T − 1

πǫ2m4δ(r − r∗)

ωΓ(ω)
∣

∣

∣

dm2
γ

dr

∣

∣

∣

✭✸✳✹✾✮

=



ǫ2m4 r
2
∗
R2
e

√
ω2 −m2

π(eω/T − 1)
∣

∣

∣

dm2
γ

dr

∣

∣

∣





(

1

2π

Re
r∗

1
√

ψ2
∗ − ψ2

Θ(r∗ − r♠✐♥)

)

, ✭✸✳✺✵✮

✇❤✐❝❤ ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ ❢❛❝t♦r✐s❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛rt

dΦr❡s

dωdΩ
≈ dΦ

dω

dXr❡s

dΩ
, ✭✸✳✺✶✮

✉s✐♥❣ dΦ/dω ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✸✳✹✶✮ ❛♥❞

dXr❡s

dΩ
=

1

2π

Re
r∗

1
√

ψ2
∗ − ψ2

Θ(r∗ − r♠✐♥) . ✭✸✳✺✷✮

◆♦t❛t✐♦♥✲✇✐s❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪ ❤❡r❡✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ψ = r♠✐♥
Re

✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮
❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ψ∗ = ψ

∣

∣

m=mγ
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✜♥❛❧ r❡s✉❧t s❧✐❣❤t❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ▲❡t ✉s t❤❡r❡❢♦r❡
q✉✐❝❦❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥

∫

dΩ
dX

dΩ
≈ 2π

2π

∫ ψ∗

0

Re
r∗

sinψdψ
√

ψ2
∗ − ψ2

=
Re
r∗
ψ∗ = 1 . ✭✸✳✺✸✮

❋♦r t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t ψ ≪ 1 ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ r❛♥❣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❙✉♥ ♦♥❧②
❝♦✈❡rs ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪
❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧ t❤✐s ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧t✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❛rr♦✇ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡

❞❡t❛✐❧✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✱ ✇❡ ❝❛♥ r♦✉❣❤❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♠❡t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❉P ♠❛ss❡s [5, 300] ❡❱✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙✉♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣♦❡s ♦✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❡✲
t❛r② ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❢♦r m < 5 eV t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r

✶✸❲❤✐❧❡ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥❞❡❡❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ s♦♠❡✇❤❛t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡ O(1) ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐❧❧
❤❛r❞❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜♦✉♥❞s✳
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■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s♦❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✸✻✮ ✇✐❧❧ r❡♥❞❡r ❛♥② ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛♥②✇❛② ❢♦r t❤❡ ①✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳✶✹

❍❡❧✐♦s❝♦♣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ♠❛ss r❛♥❣❡ ♦❢ [10−6, 103] ❡❱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s
✉s t♦ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛ss ✇✐♥❞♦✇✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ✇✐❞t❤ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✉s ❛s ❛ t♦♦❧ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❡r♠
♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞s ✐♥s❡♣❛r❛❜❧② ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❲✐t❤ ❛ ❢✉❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❡❝❛♣ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❜❛s✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡s

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡s✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ r❡❣✐♠❡ ✭m < mγ,♠✐♥ ∼ 5 eV✮ ✇❤❡r❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts
st❛rt s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
✉♥s✉♣♣r❡ss❡❞✴✈❛❝✉✉♠✲❧✐❦❡ r❡❣✐♠❡ ✭m > mγ,♠❛① ∼ 300 eV✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉P ❜❛r❡❧② ❢❡❡❧s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❖✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✢✉① ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♥♦✇ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛❜❡❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✈❛❝ ❛♥❞ s✉♣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ǫ ❛♥❞ m ✇❡ ✜♥❞

P✈❛❝(ω, r, θ) ≈
ǫ2m4

(

m2
γ(r)−m2

)2
+ (ωΓ(ω, r))2

m≫mγ−−−−→ ❝♦♥st ✭✸✳✺✹✮

⇒ dΦ✈❛❝

dωdΩ
∝
∫ ∞

r♠✐♥

2rdr
√

r2 − r2♠✐♥

ne(r)

eω/T (r) − 1
, ✭✸✳✺✺✮

❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❝❛s❡

Ps✉♣(ω, r, θ)
m≪mγ−−−−→ ❝♦♥st

m4
γ(r)

✭✸✳✺✻✮

⇒ dΦs✉♣

dωdΩ
∝
∫ ∞

r♠✐♥

2rdr
√

r2 − r2♠✐♥

ne(r)

eω/T (r) − 1
m−4
γ (r) . ✭✸✳✺✼✮

❋♦r ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Γ ✐s
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✳✶✺ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② s❤♦✉❧❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② tr❛❝❦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❝tr✉♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛♥❞ ♥♦t ❛s ❛ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧❛r ❉P ✢✉①✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✢✉① ❛r✐s❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t r♠✐♥✳
◆♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❢♦r ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✴❤❡❧✐♦s❝♦♣❡

♦❢ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡✳✶✻ ❋♦r t❤❛t ✇❡ ❝♦♥✈♦❧✉t❡ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ❉Ps ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝②
Q(ω) ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s

dX✈❛❝✴s✉♣

dΩ
∝
∫ E♠❛①

E♠✐♥

dω Q(ω)
dΦ✈❛❝✴s✉♣

dωdΩ
. ✭✸✳✺✽✮

✶✹❚❤✐s ✐s ❢♦rt✉♥❛t❡ ❛s t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r s♦❧❛r ❧❛②❡rs ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r ✐❢ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✶✺❙❡❡ ❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✶✻❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜✐♥♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❛t❡r ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳
❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ✐♥t♦ ✺✵ ❛♥♥✉❧✐ [rj , rj+1] ♦❢ ❡q✉❛❧ ✇✐❞t❤✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r❛❞✐❛❧ ❜✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐♥t♦ ✶✵ ❜✐♥s [Ei, Ei+1] ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡✳
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■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❉P ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s♦❧❛r r✐♥❣ ♦❢ r❛❞✐✉s r ✇✐t❤
✇✐❞t❤ dr ❣✐✈❡♥ ❜② f(r)dr✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❤❡r❡✱
❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡ s❤♦✇s ❛ str♦♥❣ ♣❡❛❦ ✇❤❡r❡ r = r∗✱ ✐✳❡✳ mγ(r∗) = m✳ ❚❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❡❛❦ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉P ❡♥❡r❣② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐s ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞
❛♥❞ ✈❛❝✉✉♠✲❧✐❦❡ r❡❣✐♠❡s ✐s ❜♦t❤ ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠✲❧✐❦❡ ❝❛s❡ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❛s ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡♥tr❡ ❛s ✐t ♠❛ss✐✈❡❧② ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡
❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t✐❡s
s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❝❛s❡✷✵ ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
✐♥t♦ ❉Ps ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧❛r ❝❡♥tr❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✴❇♦❧t③♠❛♥♥ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s♦❧❛r ♦✉t❡r✱ ✐✳❡✳ ❝♦❧❞❡r✱ r❡❣✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✸✳✸✻✮✳

✸✳✶✳✸ ❉P ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❆❢t❡r ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ♣♦❧❛r✐s❡❞ ❉P ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❙✉♥ ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ♠❛② ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❛ ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✭♠♦st❧②✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ♣❤♦t♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛ ✇✐❧❧ ❝♦♥st❛♥t❧② ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❉P ♦♥t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✐❣❡♥✲
st❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t q✉✐❝❦❧② ❣❡ts ❛❜s♦r❜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛t❤❡r
s❧♦✇ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t② ♦♥ t②♣✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ❡✈❡♥ ❢❛r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ t❤❡ ❉P ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐ts ✈❛❝✉✉♠ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ✇❤❡♥ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❙✉♥ ❬✶✵✷❪✳✷✶ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❉P ✇✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤♦✉t ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❤♦t♦♥ st❛t❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧❧❡❞
❞✐st❛♥❝❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤✐s ❉P st❛t❡ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❞❡♥s❡ ♠❛tt❡r ✭❧✐❦❡ t❤❡ s❤✉tt❡r

♦❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦r t❤❡ ▼♦♦♥✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉P ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜②
❊▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❉P ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t❤❡ st❡r✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡✳✷✷ ◆♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❉P ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡✱
t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐❧❧ st❛rt t♦ ❞❡❝♦❤❡r❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧
❜✉✐❧❞ ✉♣✳
❇❡❢♦r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

❉Ps✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❉Ps ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❧② s❤♦✇ ✉♣ ❞✉❡ t♦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ❛s
t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ♣✉r❡❧② tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❉P ♠♦❞❡ ❝❛♥♥♦t ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞❡♥s❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r s♦❧❛r ❉Ps✳
❋♦r ♠❛ss❡s ❜❡❧♦✇ 1 ❡❱✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡✈❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s♦❧❛r ❉P ✢✉①✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ❉▼ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❬✶✶✾❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❡♥♦r♠♦✉s ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✶✹✵✕✶✹✸❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❉▼ s✉❜str✉❝t✉r❡ ❛♥❞

✷✵❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡✳
✷✶■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✈❛❝✉✉♠ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ λ♦s❝ = ω/m2✳
✷✷❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❧♦✇✴❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✵✷❪ ✇❤❡r❡ t❤✐s ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡❧♣❢✉❧ s❦❡t❝❤ ✭✜❣✳ ✭✺✮✮✳



✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ✹✾

♥❡✉tr✐♥♦ ❢♦❣ ❬✶✹✹✕✶✹✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❡❧❡s❝♦♣❡s
✐♥ t❤❡ ❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✉s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡t✉♣s ✇❤✐❝❤
❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s

❍❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦✇ t✐♠❡ t♦
❞✐s❝✉ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ ✐s
✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ s❡t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
t✐❣❤t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♦✉r ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡
❝❧♦s❡❞ ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❛r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 1♠✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡
♣r✐♦r✐t✐s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ 380000 ❦♠ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡✱
✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❤✉ts t❤❡ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ❍✐♥♦❞❡ s♦❧❛r ❳✲❘❛② ❚❡❧❡s❝♦♣❡

❆s ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❡t t❤❡ ♠♦st str✐♥❣❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡
♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛①✐♠✐s❡❞✳ ❋♦r ♦✉r ❝❛s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❧♦♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇✐t♥❡ss✐♥❣ ♠♦r❡
s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❙✉♥ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞
t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❖❢ t❤❡s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ①✲r❛② t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✉♥❛r ❛♥❞
t❡rr❡str✐❛❧ ①✲r❛② ❛❧❜❡❞♦s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ①✲r❛②s ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s
s♦✉r❝❡s✱ ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❬✶✹✼❪✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❛ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦❜❡ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤❡r ❉P ♠❛ss❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t
❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛s t❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦✈❡r
❛❧❧ t❤r❡❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ♥❡✈❡r ❢✉❧✜❧s
m > mγ ❡①❝❡♣t ❢♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡m ∼ ω ≫ T ✳ ❇✉t t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❣✐♠❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❝✳❢✳ ❡q✳ ✭✸✳✸✻✮✳ ❆ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ❤✐t ❜✉t
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦
❘❡❢✳ ❬✶✵✸❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✳
❲✐t❤ t❤✐s ❧✐st ♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❛r❡ s❡t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ❛ s♠❛❧❧ ❧✐st ♦❢ t❡❧❡s❝♦♣❡s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❨❖❍❑❖❍ ❬✶✷✺❪✱ ❍✐♥♦❞❡ ❬✶✷✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ●❖❊❙ s❡r✐❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❘❡❢✳ ❬✶✷✻❪✮✳ ❆❧❧ ♦❢
t❤❡s❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛rr✐❡❞✴❝❛rr② ❛♥ ①✲r❛② t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦♥ ❜♦❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛s ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❢♦r
❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮✳ ❍✐♥♦❞❡ ✐s ♦♥ ❛ ❙✉♥✲s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦r❜✐t ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞
❦✐❧♦♠❡tr❡s ✇❤✐❧❡ ●❖❊❙✲✶✷ ✇❛s ♦♥ ❛ ❣❡♦st❛t✐♦♥❛r② ♦r❜✐t ❛t ❛r♦✉♥❞ 36000 ❦♠✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❬✶✷✷✱ ✶✹✽✕✶✺✷❪✳✷✸ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

✷✸❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴s❞❝✳✉✐♦✳♥♦✴s❡❛r❝❤✴
❢♦r♠ ❛❧s♦ ♦✛❡r✐♥❣ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ s❡❛r❝❤ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❍✐♥♦❞❡ ✐s ❛ ❏❛♣❛♥❡s❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜②



✺✵
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❢♦r ♦✉r t✇♦ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴s❞❝✳✉✐♦✳♥♦✴s❡❛r❝❤✴❢♦r♠✳
▲❡❢t✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✭❞❛r❦✮ ✇✐t❤ 2048 × 2048 ♣✐①❡❧s✳ ❘✐❣❤t✿ ❙♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡ ❢r♦♠ ✷✵✶✷
✇✐t❤ 1024× 1024 ♣✐①❡❧s✳

✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛
s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇❛s
t♦ ❝♦❧❧❡❝t st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❢♦r s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞
t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡♠ ❥✉st ❧✐❦❡ t❡rr❡str✐❛❧ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❜❛s❡❧✐♥❡ L ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠❡tr❡s✳ ❋♦r ♦❜✈✐♦✉s r❡❛s♦♥s✱ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡
❛r❡ ♠✉❝❤ r❛r❡r✱ ❜✉t t❤❡✐r str❡♥❣t❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❜♦♦st ❢♦r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❜② ✽ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✳

✸✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❞❛r❦s

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❣✐♥s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ❢✉❧❧✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ✐✳❡✳ 2048 × 2048 ♣✐①❡❧s ♦♥ ❛
35 × 35 ❛r❝♠✐♥2 ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❋❖❱✮✳ ❲❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛r❦s ❛s t❤❡ ③❡r♦✲
♣♦✐♥t s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✐s ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐♠❛❣❡s ❬✶✺✸❪✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✐s t❤❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏❡♠♣✐r✐❝✑ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❘❚
st❛♥❞❛r❞ r♦✉t✐♥❡ ❬✶✺✸❪ ♦❢ ❙♦❧❛r❙♦❢t ❬✶✺✹❪ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❧♠s❛❧✳❝♦♠✴s♦❧❛rs♦❢t✴✳
❚❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 1 ❞❛t❛
♥✉♠❜❡r ✭❉◆✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✬s ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r
208.05 ❡❱/❉◆ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♣♦✐♥ts s❝❛tt❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ 42❉◆✳ ❆s ❛ ❧❛st
st❡♣✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡s ❞❛♠❛❣❡❞✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♦r
✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠❛❣❡s✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝✉ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ q✉❛❧✐t② ❝✉ts ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❋♦r t❤✐s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡t ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ♣✐❝t✉r❡s✳

■❙❆❙✴❏❆❳❆✱ ✇✐t❤ ◆❆❖❏ ❛s ❞♦♠❡st✐❝ ♣❛rt♥❡r ❛♥❞ ◆❆❙❆ ❛♥❞ ❙❚❋❈ ✭❯❑✮ ❛s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ■t ✐s
♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛❣❡♥❝✐❡s ✐♥ ❝♦✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊❙❆ ❛♥❞ ◆❙❈ ✭◆♦r✇❛②✮✳
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■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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Dark: February 24, 2008 09:51:27
Signal prediction: m= 200 eV & = 2 10 11

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦s ✐♥ r❡❞✳ ■♥
❜❧✉❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ ❉P ✇✐t❤ m = 200 ❡❱ ❛♥❞ ǫ = 2 · 10−11✳ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ ❝✉ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛✐♠✐♥❣ t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢✉rt❤❡r✳

s✉❝❤ ❛s ❝♦s♠✐❝✲r❛② ❤✐ts s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❡①♣♦s✉r❡ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r ✉s ❛s s✉❝❤ ❛ ♥♦✐s❡ s♦✉r❝❡ ✐s ✇❡❧❧ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡✳
❙✐♥❝❡ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ✇❛s ❜✉✐❧t t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ str❡ss ♦❢ ♥❡❛r✲❝♦♥st❛♥t ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡

s♦❧❛r ①✲r❛② ✢✉①✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ r❛t❤❡r r♦❜✉st t❤❛♥ ✉❧tr❛✲s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐ts ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❧✐❦❡ ❳▼▼✲◆❡✇t♦♥
❬✶✺✺❪ ♦r ❈❤❛♥❞r❛ ❬✶✺✻❪ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❡✈❡♥ ❢❛✐♥t ①✲r❛② s✐❣♥❛❧s✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❛s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❤♦t♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇❛s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢✉①
♦❢ s♦❧❛r ①✲r❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♣❡r ♣✐①❡❧ ♦✈❡r
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❤♦t♦♥
❤✐ts✳✷✺ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❧✐♠✐t❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❡❝t ❛t ♠♦st ♦♥❡
❡✈❡♥t ♣❡r ♣✐①❡❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t♦
❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ③❡r♦✲♣♦✐♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t✱

✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐❞❡♥t✐❢② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤✐ts ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳✷✻ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐❞❡❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❛❧❧
♣✐①❡❧s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❞❛r❦✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
r❛t❤❡r ♥❛rr♦✇❧② ♣❡❛❦❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❞❛t❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t♦r
❤✐ts✱ ✐✳❡✳ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ❛♥❞ ❉P ❡✈❡♥ts✱ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛s ❛♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ❡✈❡♥ts
✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭E♠❛① =
3keV ≈ 15DN✮ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
✭E♠✐♥ = 1keV ≈ 5DN✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ 200 eV
❛♥❞ ♦✉r ❛✐♠ ♦❢ s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐❞❡❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❉P s✐❣♥❛❧✳

✷✺◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❣✉✐❞❡ ❤tt♣s✿✴✴①rt✳❝❢❛✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✴
r❡s♦✉r❝❡s✴❞♦❝✉♠❡♥ts✴❳❆●✴❳❆●✳♣❞❢✳
✷✻❙❡❡ ❘❡❢✳ ❬✶✺✼❪ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❡♥❡r❣②✲r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❞❛t❛✳
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❆❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ 200 ❡❱ ❉P ✇✐t❤ ǫ = 2 · 10−11✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
♣♦✐♥t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❧❡ss ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞✴♦r ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢
s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❉P s✐❣♥❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❞❡♥♦t❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❉◆ ✐♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ r❛♥❣❡ ❛s ❛♥ ✏❡✈❡♥t✑✳

■♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s❡s

❆ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧✐♠✐ts ✐s t♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s
♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❙✉♥ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❤✐t❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❲❡ ❝❛❧❧
t❤✐s ♥✉♠❜❡r S ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ s♦❧❛r s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts

R = t❡①♣

∫ R⊙

0
dr

∫ E♠❛①

E♠✐♥

dω
dΦ

dω

dX

dr
P (❉P → γ)Q(ω) , ✭✸✳✻✶✮

✇❤❡r❡ dX/dr ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✸✳✺✾✮ ✈✐❛ dΩ ≈ 2πψdψ ❛♥❞ ψ ≈ r/Re✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② Q(ω)✳ ❚❤✐s t♦t❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❛r❡❛✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❬✶✷✷❪ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉P ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❉P ♠❛ss m ❛♥❞
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ✳
❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts

❢♦❧❧♦✇ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ♦♥❧② t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
s❡t ❛♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t ✾✵✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ✉s❡
R− 1.28

√
R > S ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✱ ✐✳❡✳ R,S ≫ 1✱

❜② R > S + 1.28
√
S✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❞♦tt❡❞ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ ✐♥

✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ❛s ❙❍■P❙✴❈❆❙❚✲❧✐❦❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❛♥② r❛❞✐❛❧ ♦r s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛s ✐t ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✻✶✮✳
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛♥❞❧❡❞ t❤❡ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ✐♥t♦ ✺✵ ❛♥♥✉❧✐ [rj , rj+1]
♦❢ ❡q✉❛❧ ✇✐❞t❤✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r❛❞✐❛❧ ❜✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s♣❡❝tr✉♠ ✐♥t♦ ✶✵ ❜✐♥s [Ei, Ei+1] ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛t❡❣♦r✐s❡ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❜②
t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ S(Ei, rj)✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s

R(Ei, rj) = t❡①♣

∫ rj+1

rj

dr

∫ Ei+1

Ei

dω
dΦ

dω

dX

dr
P (❉P → γ)Q(ω) . ✭✸✳✻✷✮

❚❤✐s ❜✐♥♥✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ♠❡❛♥s t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤
♣r❡❞✐❝ts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❛♥② ❜✐♥✳ ❲✐t❤
s✉✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❜✐♥✱ ✐✳❡✳ S(Ei, rj) ≫ 1 ❢♦r ❛❧❧ i, j✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❡st
st❛t✐st✐❝

χ2(m, ǫ) =
∑

i,j

♠❛① (R(Ei, rj)− S(Ei, rj), 0)
2

S(Ei, rj)
, ✭✸✳✻✸✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦ ❡♥s✉r❡ ♦♥❧② ❜✐♥s ✇✐t❤ R(Ei, rj) > S(Ei, rj) ❣✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦
t❤❡ s✉♠✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✲♦♥❧②✑ ❤②♣♦t❤❡s✐s
χ2(ǫ = 0) ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r

∆χ2 ≡ χ2(ǫ)− χ2(ǫ = 0) = 1.64 , ✭✸✳✻✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r 400 ❡❱ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ 15 ❡❱ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ 1 ❡❱ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮
❉P ♠❛ss❡s✳

❨❡t ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❤❛♣❡
✐s ✢❛t ✐♥ ✐ts r❛❞✐❛❧ ❡①t❡♥t ❡✈❡♥ ✉♣ t♦ ❧❛r❣❡ r❛❞✐✐✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❡♥❞s t♦ ♣❡❛❦ ❛t ❧♦✇❡r
r❛❞✐✐✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❡✈❡♥
♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❧✐♠✐ts✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡
s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✿ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r r❡❧②✐♥❣ ♦♥
❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t r❛t❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ r❡❣✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ r❡❣✐♦♥ ♥♦t
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ✏r❡s❡r✈♦✐r✑ ♦❢ ♣✐①❡❧s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t
t❤❡ ❙✉♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✉s❡❞ ②❡t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t ❛♥② ✭s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❉P s✐❣♥❛❧ t♦ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❛t r❡❣✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛s ❛ ❝♦♥tr♦❧ r❡❣✐♦♥ ✭❈❘✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛t❡✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ B(Ei)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ❜✐♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧❧ r❛❞✐❛❧ ❜✐♥s ❜② ❛
s✐♠♣❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s

BS(Ei, rj) = B(Ei)
N♣✐①(Ei, rj)

N♣✐①✱❈❘
. ✭✸✳✻✺✮





✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ✺✾

✇✐t❤ t❡①♣ ❛♥❞ N♣✐①(Ei, rj) t♦ r❡s❝❛❧❡ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B✜t

S (Ei, rj)✳✷✽ ❖♥❝❡ ♠♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ❛♥② s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ❜✐♥✳
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❢❛✐r❧② r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧ ❜✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥

✐♠♣r♦✈❡❞ t❡st st❛t✐st✐❝

χ2(m, ǫ) =
∑

i,j

(

R(Ei, rj) +B
✭✜t✮
S (Ei, rj)− S(Ei, rj)

)2

S(Ei, rj)
. ✭✸✳✻✻✮

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥s✐❞❡ ♦✉r t❡st st❛t✐st✐❝ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡❛r❝❤
❢♦r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❉P ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✲♦♥❧② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐✳❡✳
ǫ = 0✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✸✳✻✹✮ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t
χ2(ǫ = 0) → χ2(ǫ = ǫ❜❢) ✇✐t❤ ǫ❜❢ ❛s t❤❡ ❜❡st✲✜t ♣♦✐♥t ❬✶✺✾❪✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❤❡ ❜❡st✲✜t ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❡♥ s♦❧✈❡ ❡q✳ ✭✸✳✻✹✮ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r ✜①❡❞ ❉P ♠❛ss ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✐s ❥✉st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ǫ4✳
❚❤❡s❡ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ❛s ❛ s♦❧✐❞ ✭❞❛s❤❡❞✮ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛✲

❞r✐✈❡♥ ✭❜❡st✲✜t✮ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s✲
❝✉ss✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧❡❛❞ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② str♦♥❣❡r ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜♦✉♥❞s✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣
♦✉r ❡❛r❧✐❡r ♥❛✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ǫ✱ ✐✳❡✳ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❢♦✉r
♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ str❡♥❣t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❤♦❞s
❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳✷✾ ❋r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤✉s ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✳

✸✳✷✳✸ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡

❲✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♥♦✇✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡s✱ ✐✳❡✳ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡s ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❜❛s❡❧✐♥❡ t♦ ♣r♦❜❡ s♠❛❧❧❡r ❉▼ ♠❛ss❡s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ tr② t♦ st❛❝❦ ❛s ♠❛♥② ✐♠❛❣❡s ♦❢
❡❝❧✐♣s❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡✱ ❜✉t ❛s t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② r❛r❡✱
✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✉s❛❜❧❡ ❞❛t❛ s❡t
✐s t♦ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛❧❧ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡s ✐♥ ❍✐♥♦❞❡✬s ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ t✇♦
❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡s ♦♥ ▼❛r❝❤ ✶✾✱ ✷✵✵✼✱ ❛♥❞ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✸✱ ✷✵✶✷✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞
✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❋♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛s t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ 1024× 1024 ✈s✳ 512× 512 ♣✐①❡❧s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝✳ ❆s ❜♦t❤ t❤❡ ▼♦♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♥
❝♦✈❡r ✈❡r② s✐♠✐❧❛r s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s✱ ♦♥❧② ✈❡r② ❢❡✇ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ t♦t❛❧ ❡❝❧✐♣s❡ ❢♦r t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❧♦s❡st t♦ s✉❝❤ ❛ t♦t❛❧ ❡❝❧✐♣s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳✸✵

❚❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♠❛❦❡s ✐t ❝❧❡❛r t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣❛rts
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ✏♣♦❧❧✉t❡❞✑ ❜② s♦❧❛r ❛❝t✐✈✐t②✳ ❆s ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
r❡❣✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✉s❡❧❡ss ❢♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛

✷✽❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡✈❡♥ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ✜t ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❥✉st ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❧✐❣❤t r❛❞✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s
s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ s✉r❡ t❤❛t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜tt✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✉r
r❡s✉❧ts✳
✷✾❲❡ ♥♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞ ♥❡✈❡r ②✐❡❧❞s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❉P s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥t r❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❜❡st✲✜t
♠❡t❤♦❞ ✜♥❞s ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❡①❝❡ss❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t r❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦
✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❧✐♠✐ts✳ ❆s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✉♥❞❡r s❝r✉t✐♥② ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐♥ts ❢♦r
❉Ps ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❛❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳
✸✵❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❝❧✐♣s❡ ✐s ♥✐❝❡❧② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤✐s s❤♦rt ♠♦✈✐❡✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳②♦✉t✉❜❡✳❝♦♠✴✇❛t❝❤❄✈❂

❳◆③❧❡❨❩▲✻✉✽✳



✻✵
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈❡♥t r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ r❛✇
❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✻✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤✐s
s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✬s ♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ r♦❜✉st ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡
❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ q✉✐❝❦❧② ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠❛❦❡s

t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦s ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❞✐❞ ♥♦t ❣❡t ♣r♦♣❡r❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①✲

♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦ s✐❣♥❛❧ ❛s ✐s ✈✐s✐❜❧❡
✐♥ r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ✉s❡ ❛ ❞❛r❦ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛② ❛♥❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t s✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛♥♦t❤❡r ❜❛❞❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ r❡s✉❧t ❛s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧✉❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✳✸✶

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❞✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s
t♦ ✜① t❤❡ tr✉❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♥✉♠❜❡r✳ ❚♦ ✈✐s✉❛❧✐s❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛s t❤❡
❜❧✉❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦♦❦s ●❛✉ss✐❛♥ t♦ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ✭r❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ t❛✐❧ ❞✉❡ t♦ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦❧❛r ①✲r❛②s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣
❢r♦♠ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ t❤❡ ①✲r❛②s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ✇❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ♣❡❛❦ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡✳
❋♦❝✉ss✐♥❣ ❢♦r ♥♦✇ s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r r❛❞✐✉s✱

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ t♦ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥✈✐t❡s ✉s t♦
✉s❡ t❤❡s❡ ♣✐①❡❧s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ t♦ ❜❡ ❛t −5.16❉◆/s✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❛r❦s t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✈❡♥t r❛t❡s t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐ ❛❢t❡r
t❤❡ ✭♠❛♥✉❛❧✮ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ✐s
♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r ❡❝❧✐♣s❡ ✐♠❛❣❡s t❤❛♥ ❢♦r ❞❛r❦s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✇❡
❛❧s♦ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ①✲r❛②s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❡✈❡♥t r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r✳
❆s ❛ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❝r✉t✐♥✐s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❝✉ts ✇✐t❤

❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✿ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣②
♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ 3000 ❡❱ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✭♦r ❡✈❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❤✐t ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ ❛♥②
❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❛♥❣❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ st❛②s ❜❡❧♦✇ 5% ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ♦✉t❡r r❛❞✐❛❧ ❜✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦r♦♥❛ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ s✉♣♣r❡ss t❤✐s ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ 5% ✇✐t❤ ♦✉r ❝✉ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥t❧②
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉ts ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ r❡❣✐♦♥s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛
s❡t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❢r❡❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s✳
❆❢t❡r t❤✐s s♠❛❧❧ ❞❡t♦✉r ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇

❣♦ ❛❤❡❛❞ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❛r❦s✲❧✐❦❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❜✐♥♥✐♥❣ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞
❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣t② ❜✐♥s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜♥❡ ❜✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✐♥ t❛❦✐♥❣ ✉♣ t♦
❤❛❧❢ t❤❡ s♦❧❛r r❛❞✐✉s✱ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❤✐ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✉♣♣r❡ss❡❞ r❡❣✐♠❡✱ ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡s❡

✸✶❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛r❦ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s✉❜tr❛❝t ❛♥② tr❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❉P
s✐❣♥❛❧✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ♠❛ss r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✱
✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❉P ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❧♦✇✳



✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ✻✶

❝✉ts st✐❧❧ r❡t❛✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ str♦♥❣❡r ❧♦ss ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t②
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ♣❡❛❦s ❛t ❧❛r❣❡ s♦❧❛r r❛❞✐✐✱ ❛s t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝✉t ♦✉t ♦❢
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ s✉r❡ t❤❛t t❤✐s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠✐❧❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧✐♠✐ts✳
❲❡ ✜♥❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✽✾ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✲

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❙✉♥ ❛♥❞
♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲s♦❧❛r ①✲r❛② s♦✉r❝❡s
✇♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧❛r ✇✐♥❞ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❬✶✻✶❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ①✲r❛②s ✐♥ t❤❡
❡♥t✐r❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐♦♥✳✸✷ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❙❍■P❙✴❈❆❙❚✲❧✐❦❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤♦✉t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥
❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❛r❦s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♥❛✐✈❡❧② s❡❡♠s t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉ts
r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ❦♥♦✇ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ s✐❣♥❛❧
♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ❞✐s❦✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❡s❡ ✜♥❛❧ ❧✐♠✐ts ❛s t❤❡ ❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱

t❤❡s❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✱ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s t✐♥② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❙t✐❧❧✱ t❤❡s❡
❧✐♠✐ts ❛r❡ ♦♥❧② ♠✐❧❞❧② s✉❜❞♦♠✐♥❛♥t t♦ t❤❡ ❞❛r❦s ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥② ❢♦r♠ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡s t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣♦♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❛r❡ ♦❢ ❡①tr❡♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♣r♦✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦s✳
❖♥❧② ♦♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❡①❝❡❡❞s

t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ s❝❛❧❡✱ ✇❡ tr✉❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❜♦✉♥❞ ♦❝❝✉rs ❢♦r ❉P ♠❛ss❡s ❜❡❧♦✇ ❛r♦✉♥❞ 1meV
❛s ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳

✸✳✷✳✹ ❖✉r ❧✐♠✐ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❉P ❧✐t❡r❛t✉r❡

❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♠✐ts
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧✐♠✐ts ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✏❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✑ r❡✢❡❝t t❤❡ ♠♦st
♦♣t✐♠✐st✐❝ r❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ♣✉r♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❧♦t✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✉❧t❡❞ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈✐❛ ❘❡❢✳ ❬✶✻✷❪ ✇❤✐❝❤ ✇❛s✱
❛t ❧❡❛st ❢♦r ❉Ps✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❛❝ts ❛s ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇ ♦♥
♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts s❤♦✇♥✳✸✸ ❆s ❛❧r❡❛❞② ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✱ t❤❡ s♦❧❛r
❧✐♠✐ts✱ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ❧✐♠✐t ✐♥ t❤✐s ♠❛ss r❛♥❣❡✱ ❛r❡ ♠♦st❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s♦❧❛r ❝♦♦❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❧❛❜❡❧ ✏s♦❧❛r✑ ♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ✐♥ ❉▼ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ✏❳❊◆❖◆✶❚ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✑✮ ❬✶✷✵❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ s❡❛r❝❤
❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ✇❡ st✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ✐s s❡tt✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡
str✐♥❣❡♥t ❧✐♠✐ts t❤❛♥ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s s♣❡❝tr♦s❝♦♣② s❡❛r❝❤❡s ❬✼✽❪✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ▲❙❲ s❡❛r❝❤❡s✱ ❤❡r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❆▲P❙ ❬✶✻✸❪✱

❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s♠❛❧❧ ❉P ♠❛ss❡s ❛s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❙✉♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡s✳
❚❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❙❲ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❆▲P❙ ■■ ❬✶✻✹❪✱ ✇✐❧❧ ♣r♦❜❡ ♠✉❝❤ ❞❡❡♣❡r

✸✷❍❡r❡ ✏♥♦♥✲s♦❧❛r✑ ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡❢❡rs t♦ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ♥♦t ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ✇❤✐❝❤
❝♦✈❡rs t❤❡ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳
✸✸❚❤✐s ♣❧♦t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦♠❡✇❤❛t ❤✐st♦r✐❝ ❛s t❤❡ ♠♦st ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡s ♦✉r
❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❧✐♠✐ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉rt❤❡r ✉♣❞❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥t❛❝t✱ ✇❡
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❧♦t ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶❪✳



✻✷
✸ ▲✐❣❤t ❙❤✐♥✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❚❤❡ ❉❛r❦ ❙✐❞❡ ❖❢ ❚❤❡ ▼♦♦♥✿

■♠♣r♦✈✐♥❣ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❧✐♠✐ts ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❊①♣❡r✐♠❡♥t ❈❆❙❚ ❙❍■P❙ ❉❛r❦s ❊❝❧✐♣s❡
❚②♣✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❡❱ ✺✵✵✵ ✸ ✶✵✵✵ ✶✵✵✵
▲❡♥❣t❤ ✐♥ ♠ ✾✳✷✻ ✺ ∼ ✶ ∼ 3.8 · 108
❑✐♥❦ ♠❛ss ✐♥ ❡❱ 7 · 10−3 2 · 10−3 3 · 10−2 2 · 10−6

❊①♣♦s✉r❡ t✐♠❡s ✐♥ s ✼✵✾✷✵✵ ✶✶✽✽✵✵✵ ✾✺✵✵ ✶
❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ǫ ❛t m = 1 ❡❱ 6 · 10−10 3 · 10−10 1 · 10−9 4 · 10−8

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧❛r ❉P s❡❛r❝❤❡s✳

✐♥t♦ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ♣r❡❝✐s❡
❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t✉♣ ✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛✛❡❝ts ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② ♦❢
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s t❤❡ ✐♠♠❡♥s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳
❛ ❧❛s❡r ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❙✉♥✳
❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❈❆❙❚ ❛♥❞ ❙❍■P❙✱ t❤❡

❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r✳ ❚❤✐s ❡♠♣❤❛s✐s❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❝❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢♦r ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉♣♣❧✐❡❞
❛❜♦✈❡ ❛s t❤❡s❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡
t✐♠❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢♦♦t✐♥❣ ❛s ❡①♣♦s✉r❡ ❢♦r r✉♥♥✐♥❣ ❛ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t❧②✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts

✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❆s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❉P ♠❛ss ❝✉t♦✛ ✐s ♦♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣②
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t ❈❆❙❚ ✇✐t❤ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② ✉♣ t♦ 15 ❦❡❱✱
✐s t❤❡ ❜❡st ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥ t❤❛t r❡❣❛r❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❍■P❙✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r ♠❛ss❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❡❱ s❝❛❧❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❜✉♠♣ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ①✲r❛②✲s❡♥s✐t✐✈❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ∼ 5✕300 ❡❱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡
♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇ ❉P ♠❛ss s❡♥s✐t✐✈✐t② ❧♦ss ✐s ❧❡ss ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❡tt✐♥❣
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❡ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✶✶✮ t♦ ❛♥ O(1) ♥✉♠❜❡r

m2L

4ω
∼ 1 ⇔ m ∼

√

4ω

L
. ✭✸✳✻✼✮

❆❧❧ r❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❞❛t❛ ♦✛❡rs ✉♥♣❛r❛❧❧❡❧❡❞ r❡❛❝❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♠❛❧❧ ❉P ♠❛ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳

✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❇❙▼ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞
❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❬✶✻✺✱ ✶✻✻❪✳ ❚❤❡ ❉P ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠♦st str✐♥❣❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤✐s s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡❱ t♦ ❦❡❱ ♠❛ss r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❉P ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉Ps ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐♥✲
❞♦✇✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡



✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✸

❞❛t❛ ❢r♦♠ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✱ ❛ s♦❧❛r ①✲r❛② t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❛
t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞❛r❦s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ✇✐t❤

t❤❡ s❤✉tt❡r ❝❧♦s❡❞✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥t♦ ❛ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦✉♥t r❛t❡s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❞❛r❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚✳ ❆❢t❡r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ q✉❛❧✐t② ❝✉ts ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣
❞❛♠❛❣❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s ❢✉rt❤❡r ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐✳❡✳ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♦r ✜tt✐♥❣✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠
✏❡✈❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣✑✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❛♠✉s✐♥❣ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❍✐♥♦❞❡

❳❘❚ ❞✉r✐♥❣ ❛ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡ ❛s ❛ ❣✐❛♥t ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜♦♦st ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❉P ♠❛ss r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ✐t s✉✛❡rs s✉❜✲
st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ❢♦r ❤❡❛✈✐❡r ❉Ps✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢
❛ t♦t❛❧ ❡❝❧✐♣s❡ ✐♥ ✷✵✶✷✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❉Ps ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t❧②
t❤❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ❜❡❧♦✇ 1♠❡❱✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s ❛❧s♦
❝♦✈❡r❡❞ ❜② ▲❙❲ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❆▲P❙ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② ❧✐❣❤t ❉Ps ❜❡❝♦♠❡s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♦❢✲

♦❢✲♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡r② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐❣♥♦r❡
s❡✈❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts✱ ❛♥ ✐ss✉❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡✜♥❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛
❢r♦♠ t❤❡ s♦❧❛r ❡❝❧✐♣s❡✳ ❋✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
❡❝❧✐♣s❡s ❛r❡ ❛ ♣❛t❤✇❛② t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜♦♦st ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❞❡✜♥✐t❡
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡❝❧✐♣s❡ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❡✈❡♥ts✳✸✹

❚❤✐s ✐ss✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ ❛ ❧✉♥❛r✲❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐t✱ ❛♥ ❡①❝✐t✐♥❣
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t tr❛❞❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ❡①♣♦s✉r❡✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❧❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛♥❛❧②s✐s r♦✉t✐♥❡ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤

✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉Ps ✐♥ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❆❙❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❢✉t✉r❡ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ❇❛❜②■❆❳❖ ❛♥❞ ■❆❳❖ ❬✶✻✼✱ ✶✻✽❪✳ ❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
❧✐♠✐ts ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉P ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ♠♦❞❡❧ ❬✶✻✾✱ ✶✼✵❪✱ ❛♥❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❉P ✢✉① s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r
❉Ps ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❡✇ ❛✈❡♥✉❡ t♦✇❛r❞s ❉P s❡❛r❝❤❡s ✇✐t❤ ✉♣❝♦♠✐♥❣
♣❧❛♥s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ①✲r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❈❯❙P ♣r♦❥❡❝t ❬✶✼✶❪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ♥❡✇ ❧❡✈❡r ♦♥ s♦❧❛r ❉P ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t♦ t❤❡ str♦♥❣❡st ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦♣❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳

✸✹❋♦r ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✲❧✐❦❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ✐s ♠♦r❡ ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦sts ♦r ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❢♦r
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ r❡q✉✐r❡s tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❊❛rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙✉♥✳ ▲♦♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❧✐♥❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❢♦r ❣♦♦❞ ❧✐♠✐ts ❜✉t t❤❡② ❛r❡
❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡ t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡ t❤✐s ✈✐❞❡♦ ♦❢ t❤❡
tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈❆❙❚ ♦♥ t❤❡ ❈❊❘◆ ✇❡❜s✐t❡✳
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❝❛♥❞✐❞❛t❡

■ ❣✉❡ss ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦✐♥t

▼♦❞✐✜❡❞ ❣r❛✈✐t②

❙❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❚❤❡r❡✬s ❛❧♠♦st ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ✐t

❊①❝❡♣t t❤❡ ❈▼❇

▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡

●❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs

❚❤❡ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s

❚❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❣❛❧❛①② ❤❛❧♦s

❆♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❢✉❝❦✐♥❣ s❡♥s❡

❙t♦♣ ❊♠❛✐❧✐♥❣ ❉❛♥ ✭❆❜♦✉t ▼❖◆❉✮
❚❤❡ ❙♣❡❝tr❛❧ ❉✐st♦rt✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❉P t♦ t❤❡ ❉▼ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛❧❧♦✇
❢♦r ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷❪✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❈❤✳ ✺✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst
❣✐✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐st✐❝ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ♣❛r❛❞✐❣♠✳
❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❉▼
❤❛s t♦ ❡①♣❧❛✐♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t✉r♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❉P ❛s ❛ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧
s❦❡t❝❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✭❉P❉▼✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ s✉♠♠❛r✐s❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❉▼ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❝ts ❛s ❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧
♣❡r❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❣❡♥❡r❛❧✶ ❉P❉▼ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

✹✳✶ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❉❛r❦ ▼❛tt❡r

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ q✉✐❝❦❧②
tr❛❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s t♦✇❛r❞s ♦✉r ♠♦❞❡r♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r ❛ ❞❡❞✐✲
❝❛t❡❞ ❤✐st♦r② ♦❢ ❉▼✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❘❡❢✳ ❬✹❪✳ ❋♦r ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡✈✐❡✇✱
✇❡ r❡❢❡r t♦ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❛ t❡①t❜♦♦❦ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❉▼ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✼✷❪✳
❇♦t❤ t❤❡ ❙▼ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ t❤❡ Λ❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛r❡ ✐♥ r❡♠❛r❦❛❜❧❡

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❊❛rt❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ t❡❧❧ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st♦r② ♦❢
❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❥✉st r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❙▼ ❝❧❛s❤❡s ✇✐t❤ ♦✉r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥
t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙▼ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦❜❧❡♠
✇❤✐❝❤ ❤❛s s♣❛✇♥❡❞ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡❛s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✶✼✸✕✶✽✵❪✳✷

✶❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❉Ps ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ♠♦st
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ st❛♥❞❛r❞ ❉Ps ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❉Ps✳

✷❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ρΛ ∼ 10−47 ●❡❱4 ❬✹✻✱ ✶✽✶❪✳ ❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▼ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❊❲ s❝❛❧❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ρΛ ∼ (100●❡❱)4 ∼

108●❡❱4 ❬✶✽✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♠❛♥② ❞❡❝❛❞❡s ✐♥ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡t✇❡❡♥
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❙▼ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛tt❡r✲❛♥t✐♠❛tt✇❡r ❛s②♠♠❡tr②
✐♥ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ❬✶✽✸✱ ✶✽✹❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♥❞ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❝❛❧❡s t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡✴❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ❛r♦✉♥❞
✉s ✐s ♥♦t t❤❡ ❡♥t✐r❡ st♦r②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ♠❛❦❡ ✉♣ ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ 20% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❬✹✻✱ ✶✽✶❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♠❛❥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❜♦t❤ st❛♥❞❛r❞
♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✱ ❜♦t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣❧❛②✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ♦♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✽✺✕✶✽✼❪ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ ❈P ♣r♦❜❧❡♠
❬✶✽✽✕✶✾✵❪✸ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙▼ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍✉❜❜❧❡ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡✲ ❛♥❞
❡❛r❧②✲t✐♠❡ ♣r♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❬✶✾✹✕✶✾✻❪ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✉r❣❡♥t q✉❡st✐♦♥s ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠
❣r❛✈✐t② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉r❣❡♥t q✉❡st✐♦♥s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❬✶✾✼✱ ✶✾✽❪✳

❘♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s

❆❢t❡r t❤✐s s❤♦rt ❞❡t♦✉r t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❡r② ❜r✐❡❢ ✭❛♥❞ ❜✐❛s❡❞✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ✐♥
♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ ❧❡t ✉s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉▼✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦r❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❙✇✐ss ❛str♦♥♦♠❡r ❩✇✐❝❦② ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡r♠ ✏❉❛r❦ ▼❛tt❡r✑ ✭✏❞✉♥❦❧❡
▼❛t❡r✐❡✑✮ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s❧② ❧❛r❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈♦♠❛ ❝❧✉st❡r ❬✶✾✾❪✳
❖✈❡r t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛ss r❡♠❛✐♥❡❞ ✉♥❝❧❡❛r ✉♥t✐❧ ✶✾✼✵✱ ✇❤❡♥
❘✉❜✐♥ ❛♥❞ ❋♦r❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ♦❢ ▼✸✶ ❬✷✵✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✢❛t ♦✉t t♦ ❧❛r❣❡ r❛❞✐✐✱
❛ t❡❧❧t❛❧❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❉▼✳ ❇② ♥♦✇ ✇❡ ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❉▼ ❞❡♥s✐t② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✷✵✶❪✳

❚❤❡ ❈▼❇

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❡❛r❧②✱ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❉▼✱ ❧❡t ✉s t✉r♥ t♦✇❛r❞s
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❈▼❇✮ ❜②
P❡♥③✐❛s ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥ ❬✷✵✷❪✱ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ t✉r♥✱ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡❝❛❞❡s✱ ✐♥t♦ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♣❤②s✐❝s ✇❤❡r❡❛s ❜❡❢♦r❡ ✐t ✇❛s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❜❛r❡❧② ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❬✹❪✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t
♠✐ss✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✷✵✸✕✷✵✺❪ ❛♥❞ t♦❞❛②✱ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ♠✐ss✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥✲❜❛r②♦♥✐❝✱ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞
❉▼ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❈▼❇ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❬✹✻✱ ✶✽✶❪

Ω❈❉▼h
2 = 0.1200± 0.0012 ✭✹✳✶❛✮

Ω❜❛r②♦♥h
2 = 0.02237± 0.00015 ✭✹✳✶❜✮

h =
H0

100 ❦♠✴s✴▼♣❝
= 0.674± 0.005 , ✭✹✳✶❝✮

✇❤❡r❡ ❤❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s Ωi ❛♥❞ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t H0 ✭s❡❡
❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❜❡✐♥❣ ✢❛t ✇✐t❤✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✐✳❡✳

∑

iΩi = 1✱ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜✉❞❣❡t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ t♦❞❛② ❤❛s ❛ s✉❜✲
st❛♥t✐❛❧✱ ❜✉t ♥♦t ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❛tt❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❛t t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛tt❡r ❜✉❞❣❡t ✐s s♠❛❧❧✱ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ (18.64 ± 0.22)%✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t ♠❛❦❡s ❢♦r ❛ ✈❡r② ❝♦♥s✐st❡♥t

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❊❲ s❝❛❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ ✭m♣ ∼ 1019 ●❡❱✮✱ t❤✐s
❡✈❡♥ ❣✐✈❡s ❛r♦✉♥❞ ✶✷✵ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
✸❘❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ θ t❡r♠ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✭◗❈❉✮

✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ ❈P ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✾✶✱ ✶✾✷❪ ❜✉t t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r s❝r✉t✐♥② ❛s t❤❡r❡ ❛r❡
r♦❜✉st ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ θ t❡r♠ ❬✶✾✸❪✳



✹✳✶ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✻✾

st♦r② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❉▼ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t r✉❧❡s ♦✉t ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❜❛r②♦♥✐❝ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❧✐❦❡ ♠❛ss✐✈❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛❝t ❤❛❧♦ ♦❜❥❡❝ts ✭▼❆❈❍❖s✮
❬✷✵✻✱ ✷✵✼❪✳✹

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✈❡r✲✐♠♣r♦✈✐♥❣ s❡t ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ N ✲❜♦❞② s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t♦ st✉❞② ❉▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❉▼ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❖♥❡ ❝❡♥tr❛❧
❛s♣❡❝t ✐s t❤❛t ❉▼ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐❢ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤♦t ❛♥❞ ✈❡r② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❯♥✐✈❡rs❡ ❬✷✵✾❪✱ ❛ ❢❛❝t t❤❛t ✇❛s
❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❬✷✶✵❪✳

❚❤❡ ❇✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦st ❢❛♠♦✉s ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉▼ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇✉❧❧❡t
❝❧✉st❡r ❬✷✶✶❪✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣❛❧❛①②
❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s❡t ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❣✐✈✐♥❣ ✉s ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❉▼✱
❛❧❜❡✐t ♦♥❧② s✉♣❡r✜❝✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❤♦t ❣❛s ✇✐t❤
❛ s✉❜❞♦♠✐♥❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ st❡❧❧❛r ♠❛ss✳ ❈♦♠♣❛❝t ♦❜❥❡❝ts s✉❝❤ ❛s st❛rs s✉r✈✐✈❡ t❤❡ ♠❡r❣❡r
✈✐rt✉❛❧❧② ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r s♠❛❧❧✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❝❧♦✉❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡r❛❝t ♠♦r❡ str♦♥❣❧② s✐♥❝❡ t❤❡② ❣❡t s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❛♥❞
❤❡❛t❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡r✱ ❛s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ①✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s✳ ❆ ❣❛❧❛①②
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ✈✐s✐❜❧❡ ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜② t❤❡ ♣❧❛s♠❛✱ ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❜✉❧❧❡t ❝❧✉st❡r
❤❛s t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦✛s❡t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s
✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❝♦♥t♦✉rs tr❛❝❦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡
②❡❧❧♦✇ t♦ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s ✉♥✐q✉❡ ❤✐♥t t♦✇❛r❞s
♣❛rt✐❝❧❡ ❉▼✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❉▼ ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡s❡
✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦st✲❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❛t❤❡r
✇❡❛❦ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ st✐❧❧ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❬✷✶✷❪ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✶✸✕
✷✶✺❪ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ ❛r♦✉♥❞ σ/m . 1 ❝♠2 ❣−1 ❬✷✶✻❪✳✺ ❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❜❡ ✈❡❧♦❝✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡ ❢♦r ♣r♦❜❡s ♦❢ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ s♠❛❧❧❡r✱ ✐✳❡✳ ❣❛❧❛❝t✐❝✱ s❝❛❧❡s
❬✷✶✼❪ ✇❤❡r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s
❧✐❣❤t ♠❡❞✐❛t♦rs ✐♥ ❉▼ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♠♣❧② ❛ ✈❡❧♦❝✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳
❘❡❢✳ ❬✷✶✽❪ ❞✐s❝✉ss❡s t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙■❉▼
♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡
❝r✐s✐s✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣✮ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❧❡ss
❉▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✷✶✾✱ ✷✷✵❪✳

❉▼ ❧✐❢❡t✐♠❡

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❉▼ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❈▼❇ t❡❧❧s ✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ❉▼ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ st♦r② ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
❉▼ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r s♦❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❬✷✵✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❉▼✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❉▼ ✇❛s

✹❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ r♦❜✉st❧② r✉❧❡s ♦✉t ▼❆❈❍❖s ❬✷✵✽❪ ❛s ♣r✐♠❛r② ❉▼ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
✺❚❤✐s ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❛♥t✐t② ❢♦r s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❉▼ ✭❙■❉▼✮ s✐♥❝❡ ♠♦st ♣r♦❜❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛t❡ Γ = σnv ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✴♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❉▼ ✈❡❧♦❝✐t② v✳ ❚❤✉s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② n ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ρ = mn✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t
σ/m ✐s ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❬✷✶✻❪✳





✹✳✶ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✼✶

t❤✉s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❉▼ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✳✻ ❚❤❡s❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❡s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✱ t❤❡ ▲②♠❛♥✲α ❢♦r❡st
❬✷✷✻✱ ✷✷✼❪ ❛♥❞ ❧❛t❡✲t✐♠❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❈▼❇ ❬✷✷✽✱ ✷✷✾❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s
❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts st✐❧❧ ❤❛✈❡ s♦♠❡ r❡♠♥❛♥t ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❧✐❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❧✐♠✐ts ❜② ❛❜♦✉t ❛♥ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❉✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛♥❞ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❉▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ t✉r♥ t♦ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✉r❣❡♥t q✉❡st✐♦♥✿
❲❤② ✐s♥✬t t❤❡ ❉▼ s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ ✐♥ ♦✉r ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts❄ ❲❤② ❞♦♥✬t ✇❡ s❡❡ ✐ts
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ♦✉r ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❄ ❲❤② ❞✐❞♥✬t ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❛t
♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦❧❧✐❞❡rs❄ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
t❤❡ t❤r❡❡ q✉❡st✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤❡s✐s ❬✷✸✵❪✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡
❉P✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♣✉③③❧❡ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ✉❧tr❛❧✐❣❤t r❡❣✐♠❡✳
❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r✱ ❧❡t ✉s

❢♦r ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♠❛ss s♣❡❝tr✉♠✳ P❛rt✐❝❧❡ ❉▼ ♠❛ss❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❛❣♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ t♦ ❤❛✈❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❝❛❧ ❉▼ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛s t♦ ❜❡ ❧♦✇ ❢♦r ✉❧tr❛✲
❤❡❛✈② ❉▼✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ♠❛ss r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✢✉①❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❡✈❡♥t
r❛t❡s ♦❢ ❛t ♠♦st ❛ ❢❡✇ ♣❡r ②❡❛r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦✉r ✉s✉❛❧ ◗❋❚ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ t♦ ❜r❡❛❦
❞♦✇♥ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s s❝❛❧❡ ❛s q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ❜❡❝♦♠❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r❜✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❉▼ ✐♥ t❤✐s
r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦♦❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❡①✐st ❛t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥
❤❡❛✈✐❡r ❉▼ ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
st❛t❡ ❬✷✸✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤❡❛✈② r❡❣✐♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✈❡♥ ❤♦♣❡ ❢♦r ❞✐r❡❝t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s❡♥s♦rs ❬✷✸✷✱ ✷✸✸❪✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛❣❛✐♥ t✉r♥ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✈✐❛ t❤❡ r❡❝♦✐❧ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❉▼ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ❬✷✸✹❪✳
❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧✐♠✐ts ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛ss r❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❡❱ s❝❛❧❡ ❬✷✸✺✕✷✸✽❪ ❛♥❞ t❤❡ P❧❛♥❝❦ s❝❛❧❡ ❬✷✸✾✱ ✷✹✵❪✳ ❚❤❡s❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡
t②♣✐❝❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲s❤✐❡❧❞❡❞ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❧❛❜ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❙▼ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ❧✐❦❡
❝♦s♠✐❝ r❛②s✳ ■♥❢❛♠♦✉s❧②✱ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥❡✉tr✐♥♦ ❢♦❣ ✭♦r ✢♦♦r✮ ❬✷✹✶❪✱ t❤❡ ✉♥s❤✐❡❧❞❛❜❧❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❛♠❜✐❡♥t ♥❡✉tr✐♥♦s
✇❤✐❝❤ ❝♦❤❡r❡♥t❧② s❝❛tt❡r ♦♥ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐♠✐❝ ❛ r❡❝♦✐❧ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❝❤ ❤❡❛✈✐❡r ❜✉t ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❉▼ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✷ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡
②❡❛r ✷✵✷✶✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✶✹✵✕✶✹✷✱ ✷✹✷❪ s✐♥❝❡
✇❡ ❤❛✈❡ r♦❜✉st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✷✹✸❪✳✼

●♦✐♥❣ t♦ ❡✈❡♥ ❧✐❣❤t❡r ❉▼ ♠❛ss❡s ♠❛❦❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r
r❡❝♦✐❧s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❙✐♠♣❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ r❡❝♦✐❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❉▼ ♣❛rt✐❝❧❡✳✽ ❖♥❝❡ t❤❡ ❉▼ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ t❤❡

✻❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡❝❛②s ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❧✐❣❤t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝❧✉❞❡❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❡r❛s❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❙▼ s✐❣♥❛t✉r❡✳

✼❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✜rst ❤✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ♥❡✉tr✐♥♦s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❳❊◆❖◆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❬✷✹✹✱ ✷✹✺❪ ❛♥❞ t❤❡ P❛♥❞❛❳ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❬✷✹✻❪ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✻σ✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✽❆ s✐♠♣❧❡ ✇♦r❦❛r♦✉♥❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❉▼ ❬✸✱ ✷✹✼✱ ✷✹✽❪✳





✹✳✷ ❆ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ✼✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❇r✐❡❢ r❡❝❛♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❉▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❉▼ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡✳✳✳ ❈♦♥str❛✐♥t ✭✐❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✮ ❙♦✉r❝❡
✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥♦ s✐♥❣❧❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ❬✷✸✺✕✷✸✽✱ ✷✻✶❪
❣❧♦❜❛❧❧② ❛❜✉♥❞❛♥t Ω❈❉▼ ≃ 0.12 ❬✹✻✱ ✶✽✶❪
♥♦♥✲❜❛r②♦♥✐❝ Ω❈❉▼ ≃ 5Ω❜ ❬✹✻✱ ✶✽✶❪
❧♦❝❛❧❧② ❛❜✉♥❞❛♥t ρ❉▼✱❧♦❝ ≃ 0.4●❡❱/❝♠3 ❬✷✵✶✱ ✷✻✷✕✷✻✺❪
st❛❜❧❡ τ❉▼ & 14●②r ♦r ❡✈❡♥ ≫ 14●②r ❬✷✷✻✕✷✷✾❪ ♦r ❬✷✷✶✕✷✷✹❪
r❡str✐❝t❡❞ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s σ/m . 1 ❝♠2 ❣−1 ❬✷✶✻✕✷✶✽❪

❆s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐st✐❝ r❡❝❛♣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❉▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛♥② ✈✐❛❜❧❡ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠✉st ♠❡❡t
❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✶✵ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣✉r❡❧② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r
♥✉❧❧ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼✳
❲✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✐♥t♦ t♦♦ ♠❛♥② ❞❡t❛✐❧s✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❉▼ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣❧♦❜❛❧ r❡❧✐❝
❛❜✉♥❞❛♥❝❡✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❉P❉▼✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦st ❢❛♠♦✉s
❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡❡③❡✲♦✉t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❉Ps✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❤♦✇ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❧✐❣❤t❡r ❉Ps ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ❜✉t ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉Ps✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦❝❡❡❞ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧❧②✳
❉✉❡ t♦ ✐ts ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ st✐❧❧ ❧❛st✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ❉▼✱

✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❦❡t❝❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❲■▼P ✭✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡
♣❛rt✐❝❧❡✮ ♠✐r❛❝❧❡✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝✉r✐♦✉s ✐♥❝✐❞❡♥t t❤❛t ❛ ✇❡❛❦✲s❝❛❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥
❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❉▼ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈✐❛ t❤❡ ❢r❡❡③❡✲♦✉t
♣r♦❝❡ss✳ ❆s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ♥❛♠❡✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣✱ t❤❡ ❲■▼P ✇✐❧❧ ❜❡
✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❛r❧② ♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣❧❛s♠❛ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❲■▼P✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❉▼
♠❛ss✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞r♦♣s ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❲■▼Ps s✉r✈✐✈❡ ✉♥t✐❧ t♦❞❛②✱
❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳

✹✳✷ ❆ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ r❡✈✐❡✇ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡③❡✲♦✉t
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ❉▼ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦st❧② ❘❡❢✳ ❬✶✽✷❪✳ ❆s
❛ ♣r♦♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛îtr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ✭❋▲❘❲✮ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞
Λ❈❉▼ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❉▼ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st❛t❡
♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❢❛❝ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛s✐❝s

❋♦r t❤✐s✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✭st❛t✐st✐❝❛❧✶✶✮ ✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✲
✐t②✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❡♥♦r♠♦✉s❧②✿ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②

✶✵❋♦r ❉▼ ✇✐t❤ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭str♦♥❣ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤✱ ♥♦t ◗❈❉✮✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦
❘❡❢s✳ ❬✷✺✼✱ ✷✺✽❪ ❢♦r str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼ ❛♥❞ t♦ ❘❡❢✳ ❬✷✺✾✱ ✷✻✵❪ ❢♦r str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❞❛r❦ s❡❝t♦r✳
✶✶■♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ♦♥❧② ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❧❡ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥ t♦♣✳ ❚❤❡s❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱
t❤❡♥ s❡❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✴✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t♦❞❛②✳



✼✹ ✹ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❛s ❛ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡

♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥tr♦❧s ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✶✷

gµν =









−1 0 0 0
0 a(t) 0 0
0 0 a(t) 0
0 0 0 a(t)









✭✹✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r a(t) ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳✶✸ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❞r✐✈❡ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✐✳❡✳ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t ✢✉✐❞✱ t❤❡ str❡ss✲
❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♠✉st t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠

Tµν =









ρ(t) 0 0 0
0 p(t) 0 0
0 0 p(t) 0
0 0 0 p(t)









, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ ρ ❛♥❞ p ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ♥♦✇✱ t❤❡s❡ t✇♦
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✶✹

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν , ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ G ✐s ◆❡✇t♦♥✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ Rµν ❛♥❞ R ❛r❡ t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r ❛♥❞ s❝❛❧❛r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ g ❛♥❞ t❤✉s ❛♠♦✉♥t t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞✳ ❙t✐❧❧✱ ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ s❡t✉♣
t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲
▲❡♠❛îtr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛❧❡
❢❛❝t♦r ♦❢ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ a(t) ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ ❜❛❝❦r❡❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ❋r♦♠ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✴❤♦t ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✴❝♦❧❞
s♣❡❝✐❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡
✭❊❖❙✮ w ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝✐❡s

w(t) =
p(t)

ρ(t)
=











0 , ♥♦♥✲r❡❧✳
1
3 , ✉❧tr❛✲r❡❧✳

−1 , Λ

, ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t Λ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝
s❡t✉♣✱ t❤❡ ❊❖❙ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♥❛t✉✲
r❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❞✲s❤✐❢t✐♥❣ ❞♦✇♥ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t♦ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡♥❡r❣✐❡s✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❬✷✻✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❝❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣② ❙♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣✐❝ ■♥str✉♠❡♥t ✭❉❊❙■✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❊❖❙ ❢♦r ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②
❬✷✻✽❪✳ ❆s ♦♥❡ ❡①♣❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♠✐♠✐❝❦❡❞
❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❬✷✻✾❪✳

✶✷❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r r❡s✉❧ts ❢✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❤❛s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢
❝♦✉rs❡ ✐s ✇❡❧❧ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✶✽✶❪✳
✶✸❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘❡❢s✳ ❬✶✽✷✱ ✷✻✻❪✮✳
✶✹❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ ✭✐♥✮❢❛♠♦✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ Λgµν ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❡❛r❧② ❝♦s♠♦❧♦❣②✳



✹✳✷ ❆ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ✼✺

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣♦ ❛❤❡❛❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r
❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t

H(t)2 ≡
(

ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πG

3
ρ(t) ✭✹✳✼❛✮

Ḣ(t) = −4πG(ρ(t) + p(t)) = −4πGρ(t)(1 + w(t)) , ✭✹✳✼❜✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳✶✺ ■t ✐s ♥♦✇ ✐♥str✉❝t✐✈❡
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❊❖❙s✳ ❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
❡q✉❛t✐♦♥ ∇µT

µν = 0 t♦ ✜♥❞ ✭s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss ❢r♦♠ ♥♦✇
♦♥✮

ρ̇ = −3H(ρ+ P ) = −3Hρ(1 + w) . ✭✹✳✽✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❛♥s❛t③ ❢♦r ρ ∝ ak ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t w ✐s ❡✐t❤❡r
❝♦♥st❛♥t ♦r ♦♥❧② ♠✐❧❞❧② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s

k = −3(1 + w) =











−3 , ♥♦♥✲r❡❧✳

−4 , ✉❧tr❛✲r❡❧✳

0 , Λ

. ✭✹✳✾✮

❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❧✉t❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡✶✻✱
t❤❛t ✐s✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ a−3 ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✳ ❆s ❢♦r ♥♦♥✲r❡❧✳ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ρ ✇✐t❤ a ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐❧✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦
t❤❡ r❡❞s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r ♦❢ a−1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t ✐s ❛❧♠♦st s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡

s❝❛❧✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤✐s ✐s ❛ ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡ ❡①❡r❝✐s❡

a ∝











t2/3 , ♥♦♥✲r❡❧✳

t1/2 , ✉❧tr❛✲r❡❧✳

eΛt , Λ

, ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡✱ ✐♥ ❛♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ Λ = (8πGρ/3)1/2 ❛s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✲
st❛♥t ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❤❛s ✉♥✐ts ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♠✐♥✐✲r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳

P❛rt✐❝❧❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②

▲❡t ✉s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐❞❡✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝✐❡s x✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✶✼

∂fx(t, p)

∂t
−Hp

∂fx(t, p)

∂p
=
C[fx, fi](t, p)

Ex
. ✭✹✳✶✶✮

✶✺❇❡❢♦r❡ ✇❡ ✉s❡❞ H0✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦❞❛②✳
✶✻■❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳
✶✼❚❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗❋❚ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛❦❡s
✐t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ❆ ❢✉❧❧ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❑❛❞❛♥♦✛✲❇❛②♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✷✼✵❪✳



✼✻ ✹ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❛s ❛ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ♣❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ str✐♥❣❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✷✼✶✱ ✷✼✷❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♠❛✐♥❧② ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✲
✐t② ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣②✱ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤
♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ❡♥❡r❣② ✈✐❛ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♥✲s❤❡❧❧ r❡❧❛t✐♦♥ E2

x = p2 +m2
x✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭▲❍❙✮ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❯♥✐✈❡rs❡ s✐♥❝❡ ✐♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ✭✇❤❡r❡ ȧ = 0 ⇒ H = 0✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤❡
❘❍❙ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ s♣❡❝✐❡s x ❛♥❞ ♦t❤❡rs
✭i✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤✐s ❢✉rt❤❡r ❛s ❢♦r ♦✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s✬ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥

nx(t) = gx

∫

❞3p
(2π)3

fx(t, p) ✭✹✳✶✷❛✮

ρx(t) = gx

∫

❞3p
(2π)3

Exfx(t, p) ✭✹✳✶✷❜✮

px(t) = gx

∫

❞3p
(2π)3

p2

3Ex
fx(t, p) , ✭✹✳✶✷❝✮

✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② nx ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ρx✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ px✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ s❡❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡q✳ ✭✹✳✻✮ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲ ❛♥❞ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ✭❉❖❋s✮ gx✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ s❡t✉♣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡③❡✲♦✉t✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ x
❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✭✇✐t❤ r❛t❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢❛♠♦✉s t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

fx(t, p) =
1

exp[(Ex − µx(t))/Tx(t)]∓ 1
, ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ Tx ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s x✳ ❚❤❡ − ✐s ❢♦r t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥
✭❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡ + ✐s ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s ✭❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝✮✱ ❛♥❞ µx ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s x ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡r s❡t t♦ 0 ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✳ ❆t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡
❙▼✱ t❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❝♦s♠✐❝ ❤✐st♦r② ❬✷✼✸✱ ✷✼✹❪✱ ✐✳❡✳ ❜❡❢♦r❡ ❜✐❣
❜❛♥❣ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s ✭❇❇◆✮✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥
t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❝❡ss❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r ❛❧❧

r❡❣✐♠❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❣✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲ ❛♥❞ ✉❧tr❛✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡❣✐♠❡s

nx(t) ≃ gx











(

mxTx
2π

)3/2
e−mx/Tx , ♥♦♥✲r❡❧✳

ζ(3)
π2 T

3
x

{

1 , ❜♦s♦♥✐❝

3/4 , ❢❡r♠✐♦♥✐❝
, ✉❧tr❛✲r❡❧✳

✭✹✳✶✹❛✮

ρx(t) ≃ gx











(

mx +
3
2Tx
)

nx(t) , ♥♦♥✲r❡❧✳

π2

30T
4
x

{

1 , ❜♦s♦♥✐❝

7/8 , ❢❡r♠✐♦♥✐❝
, ✉❧tr❛✲r❡❧✳

✭✹✳✶✹❜✮

px(t) ≃ gx











Txnx(t) , ♥♦♥✲r❡❧✳

π2

90T
4
x

{

1 , ❜♦s♦♥✐❝

7/8 , ❢❡r♠✐♦♥✐❝
, ✉❧tr❛✲r❡❧✳

, ✭✹✳✶✹❝✮



✹✳✷ ❆ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ✼✼

✇✐t❤ ζ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ③❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ✭❛♥❞ t❤✉s ❡♥❡r❣②✮
❞❡♥s✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡ ❢❛♠♦✉s❧② ❝❛rr✐❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❧❛t❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ✐t ❬✶✽✸❪ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳
❲✐t❤ t❤❛t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❧❡t ✉s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡q✳ ✭✹✳✶✶✮✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s❡t✉♣ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t♦② ♠♦❞❡❧ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
❙▼✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝✉ss t❤✐s s❡t✉♣✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ q✉✐❝❦❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢
t❤❡ ❙▼✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ♦❢ ❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞r✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛✈② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❙▼ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✜rst✳
❚❤❡② ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② st❛rt ❛♥ ❡r❛ ♦❢ ♠❛tt❡r ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ s❤♦rt✲
❧✐✈❡❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ t❤❡② ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❛✇❛② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ a−3 s❝❛❧✐♥❣ ❝❛♥
t❛❦❡ ♦✈❡r✳ ■t ✐s t❤✉s ❢❛✐r t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♣❡❝✐❡s ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❝♦♠❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t
♦♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r ♠❛ss✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈✐❛

n❙▼ ≡ g∗,n
ζ(3)

π2
T 3
❙▼ , ✭✹✳✶✺✮

❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s g∗,n/ρ/p(T ) ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡
❉❖❋s ❛♥❞ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✷✼✺❪ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ❧✐❣❤t q✉❛r❦s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ◗❈❉ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✷✼✷❪✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✉s❡ T❙▼ = T ✳
❋♦r ✉s✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡
t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✇r✐t❡

H =
❞a
❞t

a
=

❞a
❞T

a

❞T
❞t

⇒ ❞T
❞t

= −HT , ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t ρ ∝ a−4 ∝ T 4 ❢r♦♠ ❡qs✳ ✭✹✳✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹❛✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ g∗,ρ ✐s ♦♥❧②
s❧✐❣❤t❧② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❙▼✳

❚❤❡ ❢r❡❡③❡✲♦✉t ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ♥♦✇ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ❙▼ ✈✐❛ ✷✲❜②✲✷ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❉▼ + ❉▼ ↔ ❙▼ + ❙▼✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✶✷❛✮

ṅ❉▼ + 3Hn❉▼ = 〈σ♣r♦❞v〉n2❙▼ − 〈σ❛♥♥v〉n2❉▼ ✭✹✳✶✼✮

⇔ ❞n❉▼
❞x

+
3

x
n❉▼ =

〈σ❛♥♥v〉
Hx

(〈σ♣r♦❞v〉
〈σ❛♥♥v〉

n2❙▼ − n2❉▼

)

, ✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ 〈σv〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢
t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❉▼ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙▼ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s✳ P❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ nv



✼✽ ✹ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❛s ❛ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡

✐s ❛ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ nσ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱
t❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s ♣❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
♦❢ ❉▼ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❙▼✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣❧❛❝❡❞ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈✐❛ ❡q✳ ✭✹✳✶✻✮✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ x = m/T s✐♥❝❡ t❤❡ ❉▼ ♠❛ss ✐s t❤❡
♦♥❧② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② ❛t ❤❛♥❞✳
❋♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✶✻✮ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❞x/❞t = Hx✳
◆♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❘❍❙ ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥✈♦❦❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧✲

❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s

〈σ♣r♦❞v〉n2❙▼✱❡q = 〈σ❛♥♥v〉n2❉▼✱❡q . ✭✹✳✶✾✮

❚♦ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧✶✽ ❡♥tr♦♣②
❞❡♥s✐t② st♦t ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❘❡❢✳ ❬✶✽✷❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t②
✐s ❝♦♠♦✈✐♥❣❧② ❝♦♥s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐✳❡✳ st♦t ∝ a−3✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤✐s
q✉❛♥t✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮ ②✐❡❧❞ Y❉▼✴❙▼ = n❉▼✴❙▼/st♦t ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇r✐t❡

❞Y❉▼
❞x

=
〈σ❛♥♥v〉st♦t

Hx

(

(

Y❉▼✱❡q

Y❙▼✱❡q

)2

Y 2
❙▼ − Y 2

❉▼

)

. ✭✹✳✷✵✮

❖✉r ♥❡①t st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❙▼
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❛t❤❡r str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✭❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② ♥❡✈❡r ❞❡✈✐❛t❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
t❤❛t ✐s Y❙▼ = Y❙▼✱❡q✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥

❞Y❉▼
❞x

=
〈σ❛♥♥v〉st♦t

Hx

(

Y 2
❉▼✱❡q − Y 2

❉▼

)

✭✹✳✷✶✮

⇔ x

Y❉▼✱❡q

❞Y❉▼
❞x

=
〈σ❛♥♥v〉n❉▼✱❡q

H

(

1− Y 2
❉▼

Y 2
❉▼✱❡q

)

, ✭✹✳✷✷✮

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❉▼ ②✐❡❧❞ ❣❡♥❡r✐✲
❝❛❧❧② t♦✇❛r❞s ✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❘❍❙✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛st✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ ♣r❡❢❛❝t♦r ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ▲❡t
✉s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ♣r❡❢❛❝t♦r ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡
✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② 〈σ❛♥♥✱❡qv〉n❉▼✱❡q/H ≡ Γ❛♥♥/H✳ ❲❡ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤✐s ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✭✇♦✉❧❞✲❜❡✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
❍✉❜❜❧❡ r❛t❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛t❡
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❞r♦♣ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❉r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛♥s t❤❛t Y❉▼✱❡q

r❛♣✐❞❧② ✈❛♥✐s❤❡s ❛s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❇♦❧t③♠❛♥♥ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ②✐❡❧❞ ✇✐❧❧ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ②✐❡❧❞ ✐♥ ❡q✳ ✭✹✳✷✶✮

❞Y❉▼
❞x

=− 〈σ❛♥♥v〉st♦t
Hx

Y 2
❉▼ ✭✹✳✷✸✮

⇒ ❞Y❉▼
❞x

=− 〈σ❛♥♥v〉st♦t✱❢x❢
H❢x2

Y 2
❉▼ ✇✐t❤

st♦t
H

=
st♦t✱❢
H❢

(x❢
x

)

✭✹✳✷✹✮

⇒ Y❉▼,∞ ≈ H❢

〈σ❛♥♥v〉st♦t✱❢
, ✭✹✳✷✺✮

✶✽❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙▼✳



✹✳✷ ❆ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡ ✼✾

✇❤❡r❡ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ st♦t ❛♥❞H ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s
❛t ❢r❡❡③❡✲♦✉t ✇✐t❤ s✉❜s❝r✐♣t ❢✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡r♠❛❧❧②
❛✈❡r❛❣❡❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❛❞ ♦✛ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠♦st str✐❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts✿ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
t❤❡ ❧❡ss ❉▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✦ ❚❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r ❛ ♠✐♥✉t❡✱ ✐t q✉✐❝❦❧②
❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✭✏♠♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❂ ♠♦r❡ ❉▼✑✮ ♠✉st ❜❡ ✇r♦♥❣✳
❙tr♦♥❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❦❡❡♣ ✉♣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ t❤✉s✱ ❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❉▼ r❡♠❛✐♥s✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ x❢✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡

Γ❛♥♥✱❢ = 〈σ❛♥♥✱❡qv〉n❉▼✱❡q✱❢ = H❢ ✭✹✳✷✻✮

⇒ 〈σ❛♥♥✱❡qv〉
(

m2

2πx❢

)3/2

e−x❢ = H❢ , ✭✹✳✷✼✮

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✹✳✶✹❛✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t x❢ s❝❛❧❡s ♠♦st❧② ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐t ♦♥❝❡ ✇✐❧❧ ✜① ✐t ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ♣✉r❡❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♥❞s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t x❢ ❞♦❡s
♥♦t ✈❛r② t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ 1✱ ✇❡ ✇r✐t❡ H❢ ∼ m−1

♣ ❛♥❞ 〈σ❛♥♥✱❡qv〉 ∼ m−2✳ ❲❡ t❤✉s ✜♥❞ ❛s t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ e−x❢ ∼ m/m♣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ x❢ ∼ 30− 40 ❢♦r ❉▼ ♠❛ss❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
●❡❱ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ✜♥❞ ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❧✐❦❡ 10− 20 ❜✉t t❤✐s ❜❛r❡❧②
♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ❢♦r ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦✉r ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❉▼

✇❡ ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✇✐t❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❙▼ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♥♦✇ ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ O(1)
♣r❡❢❛❝t♦rs✱ t❤✉s s✐♠♣❧② ✇r✐t✐♥❣

Ω❈❉▼ =
ρ❈❉▼
ρ❝r✐t

=
mn❉▼
3m2

♣H
2
0

∼ mY❉▼,∞T
3
0

3m2
♣H

2
0

∼ 0.1
x❢
10

10−11●❡❱−2

〈σ❛♥♥v〉
. ✭✹✳✷✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❉▼ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❢r♦♠ ❡q✳ ✭✹✳✶❛✮✳ ❚❤✐s ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② ρ❝r✐t✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ✇✐t♥❡ss❡❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❲■▼P ♠✐r❛❝❧❡✦ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t ❛ ✇❡❛❦✲

s❝❛❧❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✈❡r② r♦✉❣❤❧② s❝❛❧❡ ❧✐❦❡ σ ∼ α2/v2❊❲ ∼ 10−9●❡❱−2✳ ❖✉r r❡s✉❧t
t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ r♦✉❣❤❧② t❤✐s s✐③❡ ♦❢ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❝♦rr❡❝t ❉▼ r❡❧✐❝ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡
❢✉❧❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❜✉t ✐t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡ss❡♥❝❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❥✉st ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡ ✇❡r❡ t❛❦✐♥❣ ❛s ♣r♦♣❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ t❤❡
s❛♠❡ r❡s✉❧t✱ t♦♦❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❘❡❢s✳ ❬✶✽✷✱ ✷✼✻✱ ✷✼✼❪✳ ❚❤✐s ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ♦❢ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✭❙❯❙❨✮❬✷✼✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t ❝♦❧❧✐❞❡rs ❬✷✼✾❪✱ ❞✐r❡❝t ❬✻✱ ✷✽✵❪ ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
❬✷✽✶✱ ✷✽✷❪ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡r ❢♦r ❉▼ s❡❛r❝❤❡s ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈✐s✉❛❧✐s❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✸✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✐s ✇❡❧❧✲❝♦♥✜r♠❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❢r❡❡③❡✲♦✉t ✐s ✇❡❧❧✲♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② x❢ = O(10) ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧
②✐❡❧❞ st❛②s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s q✉✐❝❦❧②✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s

♣r♦❝❡ss ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❉▼✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❡✳❣✳ ❘❡❢✳ ❬✶✽✷❪ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡③❡✲♦✉t
♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧❧✲✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❇❇◆✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ♣❧❛s♠❛✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♥❡✉tr✐♥♦s ❢r❡❡③❡✲♦✉t ❛s ✇❡❧❧ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛t
t❤❛t t✐♠❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢r❡❡③❡✲✐♥ ❬✷✽✸✕✷✽✻❪ ✇❤✐❝❤ ✐s





✹✳✸ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✽✶

✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠♦r❡ ❞❡❝❛② ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ♦♣❡♥ ✉♣ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♠❛ss❡s✳✶✾ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② τ .

(

ǫ2m
)−1

✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱
✉s✐♥❣ 1 ❡❱−1 ≈ 7 · 10−16 s✱ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

(

7 · 10−25 s
)

ǫ−2

(

●❡❱
m

)

& τt♦t
!

& 1025 s , ✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❉▼ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ 1025 s ✭❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡✮ ❢♦r ❤❡❛✈② ♠❛ss❡s ❛s ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❉P ♠✉st ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞✱ ✐♥ ❢❛❝t s♦ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❛t ✐t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡r♠❛❧❧②✱ ❛t ❧❡❛st ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦t ✈✐❛ ❢r❡❡③❡✲♦✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉Ps
❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡❝❛②s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ✐s❧❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱
❡✳❣✳ ❈▼❇ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ▼❡❱✲s❝❛❧❡ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ǫ ∼ 10−16 ❬✸✵✸❪✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ s♣✐♥✲✶ ❉▼ ❝❛♥ ❢✉❧✜❧ t❤❡ r❡❧✐❝ ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❧❡
st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ r❛t❤❡r ❤❡❛✈② ❬✸✵✹✱ ✸✵✺❪ ❜✉t ❛s t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡sts
✭✏❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ♠♦❞❡❧✑✮✱ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛r❡ r❛t❤❡r ✈❛❣✉❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❉P s❡t✉♣ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❡r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❛ ❧✐❣❤t❡r r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ❛❜♦✉t ❧✐❣❤t ❉P❉▼ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✸✵✻❪ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡✜♥❡❞ t❤❛t s❛♠❡ ②❡❛r ❜② ❘❡❢✳ ❬✸✵✷❪✳ ■♥ t❤❡s❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs✱ t❤❡
❢♦❝✉s ✇❛s ♦♥ ❉Ps ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❉P ❞❡❝❛②s ❜✉t ❤✐❣❤❡r ♠❛ss❡s ✇❡r❡
❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r
✇♦r❦✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ❉P❉▼ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r✉❧❡❞ ♦✉t✱
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛rs ♠❛❞❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st②❧❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉Ps ❬✶✶✾❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡
t❤✉s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❉P❉▼ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡r❡ ❬✶✷✵✱ ✸✵✼✕✸✶✶❪✳

❚❤❡r♠❛❧ ❉P❉▼ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡t ✉s ♥♦✇ s❦❡t❝❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
✇♦r❦ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✵✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦ ✈❡r② ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss ❧✐♠✐t✱ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤✐s ❛t ✜rst s❡❡♠s ✉♥✐♥t✉✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥✲s❤❡❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥
❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦❛❧❡s❝❡ ✐♥t♦ ❛ ❉P ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥s ❛♥❞ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs ❛t ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ O(α)✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❧✐❦❡ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉Ps r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❛t ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✱
✐✳❡✳ O(α2)✱ ✐♥ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ❡✈❡♥ ❢♦r r❡s♦♥❛♥t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡
❧♦✇❡r ♠❛ss r❡❣✐♠❡✳ ❆❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✹✳ ❲❡ ♥♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t ♣❛✐r
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ t✇♦ ❉Ps ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❤❡❛✈✐❧②
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥❧②
✇♦r❦ ✐❢ t❤❡ ❉P ♥❡✈❡r r❡❛❝❤❡s t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ✜♥❞ ❛
❢r❡❡③❡✲♦✉t✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❧✐❣❤t
❉Ps ✇♦✉❧❞ ❢r❡❡③❡✲♦✉t ❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❤♦t ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❇❇◆ ♦r ❡✈❡♥ t❤❡
❈▼❇ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡❛✈✐❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❉▼ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ❉P ♠❛ss ❛♥❞ ✐t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❉Ps

✶✾❲❡ ♥♦t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ t②♣♦ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✵✷❪ ✇❤✐❝❤ q✉♦t❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1/2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 1/3✱
✐✳❡✳ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉P✳





✹✳✸ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✽✸

❡✳❣✳ ♥✉❝❧❡❛r r❡❝♦✐❧s✱ t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❤♦♣❡❧❡ss ✐♥ t❤✐s ❧♦✇ ♠❛ss r❡❣✐♠❡ s✐♥❝❡ t❤❡
♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛rr② ♦♥❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❤♦♣❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦
❞❡t❡❝t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❉▼✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥
❢❛❝t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ❉▼✳ ❆s ❉▼ ✐s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛❧❛①②✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡✐r ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ≈ 2π/(mv)✳ ❋♦r
❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❚r❡♠❛✐♥❡✲●✉♥♥ ❜♦✉♥❞✳
❋♦r ❜♦s♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥
♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❧❡t ✉s ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N❞❇ ✐♥ ❛ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❉▼ ❞❡♥s✐t②

N❞❇ ∼ ρ❉▼
mλ3

∼ 1
( m

10 ❡❱

)−4
. ✭✹✳✸✶✮

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ❉▼ ❜❡❝♦♠❡s ❢♦r❜✐❞❞❡♥✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t
♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t♦ ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ❜♦s♦♥✐❝ ❉▼ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❢✉rt❤❡r
❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r N❞❇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❢♦✉rt❤ ♣♦✇❡r ♦❢ m✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❜♦✈❡ ✶ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❉▼ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛rt t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✿ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❉▼ ❜❡❤❛✈❡s
♠♦r❡ ❧✐❦❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t❤❛♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✾✻✱ ✸✶✹❪✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
✐s t❤❛t ❛ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ φ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✶✺❪

φ = 〈φ〉+ δφ , ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ 〈φ〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ δφ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝✲
t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✐s

δφ

〈φ〉 ∼ 1√
N❞❇

, ✭✹✳✸✸✮

✐✳❡✳ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❞r✐✈❡s t❤❡ ✜❡❧❞ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❛❧♠♦st ✐❞❡❛❧
❝❧❛ss✐❝❛❧✴✇❛✈❡✲❧✐❦❡ st❛t❡ ❬✸✶✻✱ ✸✶✼❪✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✜❡❧❞ ❜② ●❧❛✉❜❡r ❬✸✶✽❪✳
◆♦✇ ✇❡ ♠✐❣❤t ✇♦♥❞❡r ✐❢ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ r❡❣✐♠❡ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r

❜♦✉♥❞s✳ ▲❡t ✉s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠♦st ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✜rst✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱
✐❢ ❉▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❛ ❝❧❡❛r ✏♥♦✑ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡
r❡q✉✐r❡s t❤❛t✱ ✐❢ ❉▼ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ s②st❡♠✱ ❡✳❣✳ ❛ ❞✇❛r❢ ❣❛❧❛①②✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❞✇❛r❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳✷✷ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜♦✉♥❞s t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❉▼ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
♠❛ss✐✈❡ t❤❛♥ ∼ 10−21 ❡❱✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❦♣❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s q✉✐t❡
❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ▲②♠❛♥✲α ❢♦r❡st ❬✸✷✵✕✸✷✷❪✱ ❞❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡s ❬✸✶✾✱ ✸✷✸❪✱ ▼✐❧❦② ❲❛②
s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❛ss❡s ❬✸✷✹❪✱ ♦r ❢r♦♠ ▼✐❧❦② ❲❛② s❛t❡❧❧✐t❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❬✸✷✺❪✳
❉▼ ✐♥ t❤✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ♠❛ss r❡❣✐♠❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❢✉③③②✑✳ ■♥tr✐❣✉✐♥❣❧②✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❤✐♥ts t♦✇❛r❞s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉▼✳ ❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ❈❉▼ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❢✉③③②
❉▼ ❬✸✷✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢✉③③② ❉▼ r❡❞✉❝❡s ❉▼ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ✐ts ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ❞❡❧✐✈❡r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❉▼ ❝♦r❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✐s s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦♥ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❧❡❞ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝❧❡❛r ❤✐♥ts t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❉▼ ♠❛ss ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛ss r❛♥❣❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐t❤
❛ ✈✐✈✐❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✇❛✈❡ ❉▼ ♦✈❡r ❛❧❧ ♠❛ss s❝❛❧❡s ❜❡❧♦✇ m ∼ 10 ❡❱✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧
❞✐s❝✉ss ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜✲r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ 10−17 ❡❱✳
✷✷❘❡❢✳ ❬✸✶✾❪ r❡❢❡rs t♦ t❤✐s ❛s ✏❢♦❧❦ ✇✐s❞♦♠✑✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❛r❡ ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛✳



✽✹ ✹ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❛s ❛ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❚❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✮ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉▼ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲
❧✐❣❤t ♠❛ss r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣❛♣❡rs ❬✸✷✼✱ ✸✷✽❪
t❤❛t ✇❛♥t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ✭♣s❡✉❞♦✲✮s❝❛❧❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t
✐♥ ✜❡❧❞ s♣❛❝❡✳ ✭■♥✲✮❋❛♠♦✉s❧②✱ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ s❡❡♠❡❞ t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ✈❡❝✲
t♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦♦❦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐❢ ❛ ♥♦♥✲♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❣r❛✈✐t② ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ❬✸✷✽❪✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❦❡t❝❤ t❤❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧

❞✐s❝♦✈❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ t♦ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ♦♥ ❛♥ ❋▲❘❲ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

Ss❝❛❧❛r =

∫

❞4x
√−g

(

1

2
(∂µφ)(∂µφ)−

m2

2
φ2 + L✐♥t

)

✭✹✳✸✹✮

❊❖▼−−−→ ∂µ
(√−g∂µφ

)

+
√−gm2φ = 0 ✭✹✳✸✺✮

∂iφ=0, ❋▲❘❲−−−−−−−−−→ φ̈+ 3Hφ̇+m2φ = 0 . ✭✹✳✸✻✮

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱
✐❣♥♦r✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ ❢r♦♠ L✐♥t✳ ❊❛r❧② ♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡
r❛t❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛✲
t♦r✱ ❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣ t❡r♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❞♦❡s
♥♦t ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s H ≫ m✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❢r♦③❡♥✳ ▲❛t❡r ♦♥✱
♦♥❝❡ H ≪ m✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t❡ r❛♣✐❞❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱
s❧♦✇❧② r❡❞s❤✐❢ts ❞♦✇♥✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥s❛t③ ✇❤❡r❡ ✇❡ s♣❧✐t φ ✐♥t♦ ❛♥
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ s❧♦✇❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣❛rt

φ = φ0(t)e
imt ✇✐t❤ |φ̇0| ≪ m|φ0| ❛♥❞ |φ̈0| ≪ m2|φ0| ✭✹✳✸✼✮

⇒ φ̈0 + (3H + 2im) φ̇0 + 3imHφ0 = 0 ✭✹✳✸✽✮

⇒ 2φ̇0 = −3Hφ0 +O
(

H

m
,
φ̇0
m
,
φ̈0
m2

)

✭✹✳✸✾✮

⇒ φ0 ≃ φ✐♥✐

(a✐♥✐
a

)3/2
, ✭✹✳✹✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✐♥✐✳✷✸ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✷✹

st♦r❡❞ ✐♥ φ✱ ✐✳❡✳ ρφ ∝ φ2 ∝ a−3✱ r❡❞s❤✐❢ts ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❛tt❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❈❉▼✳ ❲❡ ♥♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠
✐♥ ❛ ❲❑❇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ❢♦r ❧❛t❡ t✐♠❡s ❜✉t ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥
H ∼ m✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❲❑❇
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜✉t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ r❛t❡ ❡✳❣✳ ❛t ❇❇◆ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s H ∼
T 2/m♣ ∼ (1▼❡❱)2 /1019●❡❱ ∼ 10−16 ❡❱✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ❡❛r❧✐❡st ♣r♦❜❡
♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣②✱ m ≫ H ✐s ❛ r♦❜✉st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❉▼ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳

✷✸◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛ss ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❋♦r t❤❡ ◗❈❉ ❛①✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛ss ✐s
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲ ❛♥❞ t❤✉s t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❬✸✷✾❪✳
✷✹❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❞ t❤✐s ♦✛ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛ss t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✸✷✽❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t t❤❡ r❛♣✐❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳



✹✳✸ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✽✺

❚❤❡ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
✇❤✐❝❤ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✷✺

S✈❡❝t♦r =

∫

❞4x
√−g

(

−1

4
FµνF

µν +
m2

2
AµA

µ + L✐♥t

)

✭✹✳✹✶✮

❊❖▼−−−→ − ∂µ
(√−gFµν

)

−√−gm2Aν = 0 ✭✹✳✹✷✮
∂iA

µ=0, ❋▲❘❲−−−−−−−−−−→ Äj +HȦj +m2Aj = 0 , ✭✹✳✹✸✮

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❊❖▼ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❋✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛✲
t✐♦♥s t❤❡♥ ❜r✐♥❣ ✉s t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞ ❢♦r❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t A0 t♦ ✈❛♥✐s❤✳✷✻ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
✇❛s ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐t ✇❛s ♥♦t r❡❛❧✐s❡❞ t❤❛t t❤❡
❉P ❜❡❤❛✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡❡ t❤r❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛❧❛rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t
ρA ∝ AµAµ = gµνAµAν = a−2A2

j ≡ B2
j ✭✐❢ ✇❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ r❡❛❞ t❤✐s ♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛ss t❡r♠

♦r ❝♦♥s✉❧t ❘❡❢✳ ❬✸✸✵❪✮ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❡①♣r❡ss ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s
q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

B̈j + 3HḂj +

(

m2 +
ä

a
+H2

)

Bj = 0 ✭✹✳✹✹✮

⇔ B̈j + 3HḂj +

(

m2 +
R

6

)

Bj = 0 , ✭✹✳✹✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❘✐❝❝✐ s❝❛❧❛r R ✐♥ t❤❡ ❋▲❘❲ ♠❡tr✐❝ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡q✳ ✭✹✳✺✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❝❛♥♥♦t
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❝❛❧❛r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡
♠♦st ♥❛✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps✳ ❚❤❡ tr✐❝❦ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲♠✐♥✐♠❛❧
❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❣r❛✈✐t②

L❣r❛✈ =
κ

12
RAµA

µ , ✭✹✳✹✻✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ κ = 1 ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s t❡r♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡❧② ♣♦❧❛r✐s❡❞ ❉Ps✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❝❛✉s❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡ ❬✸✸✶✕✸✸✺❪✳ ❋♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐♥st❡❛❞✱
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ♣♦✲
❧❛r✐s❡❞ ❉Ps ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r
❘❡❢✳ ❬✸✸✵❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ♠♦r❡ s❝r✉t✐♥② ❛♥❞ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧ ❬✸✸✻✕✸✸✽❪✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✸✸✾❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇
♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t ❥✉st ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t q✉❛❧✐❢② ❛s ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧ ❜✉t r❡q✉✐r❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥ ❬✸✹✵✕✸✹✸❪✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❡❝t❛t♦r ✜❡❧❞ ❬✸✹✹✕
✸✹✼❪✱ ❛♥ ❛①✐♦♥ ❬✸✹✽✱ ✸✹✾❪ ♦r ❢r♦♠ ❝♦s♠✐❝ str✐♥❣s ❬✸✺✵❪✳

❚❤❡ ❉P ❧✐♠✐t ❧❛♥❞s❝❛♣❡

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② tr✐❝❦② t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠❛ss s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉Ps✳

✷✺❲❡ ♥♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ∂µ → ∇µ ❜✉t
t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ❝❛♥❝❡❧s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❈❤r✐st♦✛❡❧ s②♠❜♦❧s✳ ❋♦r t❤❡
s❝❛❧❛r✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ●❘ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✳ ❙❡❡ ❡✳❣✳
❘❡❢✳ ❬✶✽✷❪ ♦r ❛♥② ❜♦♦❦ ♦♥ ●❘✴❝♦s♠♦❧♦❣② ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳
✷✻❲❡ ✇✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✇❛✈❡ ❉▼ ❧✐♠✐t ❢♦r ❉Ps✳



✽✻ ✹ ❚❤❡ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❛s ❛ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡

P❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✱ ♦r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts✱ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡ ❉P ❤❛s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❛ss ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t✉♣✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦s♣❡❝ts ❛r❡ ❣♦♦❞✳ ◆♦✇✱ t❤❡
❧✐❣❤t❡r t❤❡ ❉P✱ t❤❡ ❡❛s✐❡r ✐t ✐s ❢♦r ✉s✉❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t s❝❛❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣❧❛s♠❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦
❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❉P ♠❛ss✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡s ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
r❡❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P ✇❤✐❝❤ ❡♥❥♦②s t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛s
t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉P ❜✉t ❤❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r s♦ str♦♥❣❧②
❢r♦♠ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛♥❞✲

s❝❛♣❡ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉P❉▼ ❧✐♠✐ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥
✈❡r② str♦♥❣ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ s❤❡❡r ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉Ps ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠❛ss r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
t❤❡ s♦❧❛r✴st❡❧❧❛r ❧✐♠✐ts ❬✶✷✵❪ ✇❤✐❝❤ st❛rt t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❜❡❧♦✇ r♦✉❣❤❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
♠❛ss ❛♥❞ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❦❡❱ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡✐r ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② ❜r♦❦❡♥ ❜② ❧✐♠✐ts ❢r♦♠
❝❛✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❧✐❣❤t✲s❤✐♥✐♥❣✲t❤r♦✉❣❤✲t❤❡✲✇❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✸✺✶❪✷✼ ❛t t❤❡ µ❡❱ s❝❛❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❉❛r❦❙❘❋ ❬✸✺✷❪✳ ❆❧s♦✱ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❧❛✇ ❬✹✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧②
t❤❡ str♦♥❣❡st ♣r♦❜❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉Ps ✐♥ ❛ ♣✉r❡❧② ❧❛❜✲❜❛s❡❞ s❡t✉♣ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ■❢ ✇❡
✇❛♥t t♦ ❝♦✈❡r s♠❛❧❧❡r ♠❛ss❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✶✵✾✱ ✶✶✵✱ ✶✶✷❪
s✐♥❝❡ r❡s♦♥❛♥t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t♦ ❉Ps ❝❛♥ ❞✐st♦rt ✐ts ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr✉♠
✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ❛❧s♦ ❛t t❤❡ µ❡❱ s❝❛❧❡ ❛♥❞ st❛②s t❤❡ str♦♥❣❡st ❜♦✉♥❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛r♦✉♥❞
10−15 ❡❱✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ❛t ❧♦✇❡st ♠❛ss❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❏✉♣✐t❡r ❬✼✻✱ ✼✼❪ r❡❧❡✈❛♥t ❛t ❉P ♠❛ss❡s ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 10−16 − 10−17 ❡❱✳ ❆
❣♦♦❞ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✳✺✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❉P❉▼ ❧✐♠✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡

s❤❡❡r ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❉Ps✳✷✽ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
s✉❝❤ ❛s ❳❊◆❖◆✱ ♥♦✇ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❉P❉▼ ❬✶✷✵❪ ✐♥ t❤❡ ❦❡❱ r❡❣✐♦♥✳ ❚♦✇❛r❞
❧♦✇❡r ♠❛ss❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞✷✾ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡♥❡tr❛t❡ ❞❡❡♣ ✐♥t♦
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ 10−4 − 10−7 ❡❱✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛s ❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s
❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐s❡❞ ❛s ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♦r r❡s♦♥❛♥t s❡❛r❝❤❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r
❛r❡ ❤❛❧♦s❝♦♣❡s ❬✸✷✽❪✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛①✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❬✶✶✺❪ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t✱ t✉♥❛❜❧❡ ▲❈
❝✐r❝✉✐ts ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ❉▼✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❬✸✺✸❪ t♦ ♥❛♠❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❋♦r
t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝❛s❡✱ ❛ ♠❛❥♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❞✐s❤ ❛♥t❡♥♥❛ s❡t✉♣ ❬✸✺✹❪ ❜✉t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✸✺✺❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ q✉✐❝❦❧② t✉♥❛❜❧❡ s❡t✉♣s ❝❛♥ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦♥❛♥t ❛♥❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛s✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs ✭s❡❡ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡r ❛♥❞✱ ❡✳❣✳✱ ❬✸✺✻❪✮✳
❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐ts ❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts

♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❡♣❡st r❡❛❝❤ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ✇✐❞❡st s♣r❡❛❞ ✐♥ ❉P ♠❛ss✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡✱ ❛♠♦♥❣
♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ♠❛ss r❛♥❣❡✱ ❲■❙P❉▼❳ ❬✸✺✼❪✱ ❉❛r❦ ❊✲❋✐❡❧❞ ❬✸✺✽❪✱ ❆❉▼❳ ❬✸✺✾❪✱
❇❘❆❙❙✲♣ ❬✸✻✵❪✱ ❛♥❞ ❉❖❙❯❊ ❬✸✻✶❪✳ ❆ q✉✐❝❦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇s t❤❛t ♦✈❡r t❤❡ ♥❡①t ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤♦♣❡ ❢♦r ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳
❯♥t✐❧ t❤❡♥✱ t❤❡ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t s❡❛r❝❤❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts

♦♥ ❉P❉▼ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❈▼❇ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❉Ps✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠❛ss❡s ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❱ s❝❛❧❡✱

✷✼■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛r❦❡❞ ❛ ♥❡✇ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❉Ps ✐♥ ❝❛✈✐t② s❡t✉♣s ❛♥❞ ✐t
❡♥❛❜❧❡❞ str♦♥❣ ❡✛♦rts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳
✷✽❖♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❙✉♥ ❜❡✐♥❣ s♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❉Ps✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❉P❉▼ ❧✐♠✐ts ❞♦ ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡✳
✷✾❚❤❡s❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♠❛✐♥❧② ❢♦r ❆▲P ❉▼ s❡❛r❝❤❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞②
r❡❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t t❤❡s❡ s❡❛r❝❤❡s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❉P ❜♦✉♥❞s ❬✶✵✷❪✳



✹✳✸ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ✽✼

t❤❡s❡ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❛t ❇❇◆ ❛♥❞ ❈▼❇ ✭❢♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❞❛t❛ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✸✻✷❪ ❛♥❞ ❬✶✽✶❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡
❞❛t❛ ❛♥❞ ❬✸✻✸❪ ❢♦r ❉▼✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐♠✐ts✮✳ ❚❤❡♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❈▼❇
♣❤♦t♦♥s ❞✉❡ t♦ r❡s♦♥❛♥t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✱ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❉P❉▼ ❝❛♥ r❡s♦♥❛♥t❧② ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥t♦
♣❤♦t♦♥s✱ t❤✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞✐st♦rt✐♥❣ t❤❡ ❈▼❇ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❞♦♠✐♥❛t❡s
t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ∼ 10−4 ❡❱ ❞♦✇♥ t♦ ♠❛ss❡s ♦❢ ♥❡❱✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥ ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✈❡♥
str♦♥❣❡r ❧✐♠✐ts✱ ✐♥ ❢❛❝t ❣❧♦❜❛❧❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞❡❡♣❡st r❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡s ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ▲②✲α ❢♦r❡st ❬✶✶✸❪ ♦r
❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✭■●▼✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
♦❢ ❍❡■■ r❡✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ❬✶✶✵❪✳✸✵

❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ ❝♦s♠♦❧♦❣② t❤❛t r❡❛❝❤ ∼ 10−14 ❡❱✱ t❤❡ ❜❡st ❧✐♠✐ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❉P❉▼
❬✶✸✸✱ ✸✻✺✱ ✸✻✻❪ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s❧♦✇❧② ❛♥❞ t❤✉s st❛② ❞♦♠✐♥❛♥t ❢r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥
✉♥t✐❧ t❤❡② ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞✴♦r ❜❡❝♦♠❡ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✳✸✶ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ str♦♥❣❡st ✐♥
t❤❡ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t r❡❣✐♠❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ ❛♥ ✐❞❡❛ ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ❉P❉▼✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤ ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ ❝❛✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❬✸✻✽✱ ✸✻✾❪✳ ❚❤✐s ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡
str♦♥❣❡st ✏❧❛❜✲❜❛s❡❞✑ ❧✐♠✐t ❛t ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♠❛ss ♦❢ ∼ 10−16 ❡❱✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
♦r ❛t ❧❡❛st s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❛r❝❤❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♦r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❢t❡r t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✼✵✕✸✼✸❪✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡♥❞ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❧❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ✜♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❉Ps ✇❤✐❝❤

✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞
s✉♣❡rr❛❞✐❛♥❝❡ ❬✸✼✹❪✳ ❙✐♠♣❧② ♣✉t✱ r♦t❛t✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ✉♣ ❝❧♦✉❞s ♦❢ ❧✐❣❤t ❜♦s♦♥s
✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♣✐♥♥✐♥❣ ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝❧♦✉❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐s ♦♥❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❉P ❈♦♠♣t♦♥
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛ss✱ t❤❛t r♦✉❣❤❧② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥♥✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛ss❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❉Ps ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛ss r❛♥❣❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❡ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①tr❡♠❡❧② ♣♦✇❡r❢✉❧✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛ss ✐♥ t❤❡
✉s✉❛❧ ♠❛ss ✈s✳ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❧♦t ❬✸✼✺❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❛r❦
s❡❝t♦r ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼ ✈✐❛ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡rr❛❞✐❛♥t ❝❧♦✉❞
❛♥❞ t❤✉s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❬✶✶✹✱ ✸✼✻❪✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❉P ✐s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❉▼✱ t❤✐s

✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥❡✇ ❧✐♠✐ts ♦r ♣r♦♣♦s❛❧s ❛♣♣❡❛r ❝♦♥st❛♥t❧②✳ ■♥
t❤✐s ❜r✐❡❢ r❡✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ ♣❡❡r✲r❡✈✐❡✇❡❞ ❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡
❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♥❡✇ ✐❞❡❛s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ▲❡t ✉s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥ ❘❡❢✳ ❬✸✼✼❪ ✇❤✐❝❤
✉t✐❧✐s❡❞ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣r♦❜❡ t❤❛t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡ ❛s ❛ s❡♠✐✲❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❉P❉▼✳✸✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ P❛r❦❡r ❙♦❧❛r Pr♦❜❡
❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢
❉P❉▼ ❛t t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛ ❬✸✼✽❪✳

✸✵❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✸✻✹❪ ❢♦r ❛♥ ❡❛r❧✐❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ❧✐♠✐ts ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳
✸✶◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ❬✸✻✺❪ ✇❡r❡ ❧❛t❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈❛❧✐❞ ❬✸✻✼❪✳
✸✷❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳





✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿ ●❡♥❡r❛❧
❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆
P❛t❤✜♥❞❡r

❨❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛t❤s ②♦✉ ❝❛♥ ❣♦ ❜②

❇✉t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥

❚❤❡r❡✬s st✐❧❧ t✐♠❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r♦❛❞ ②♦✉✬r❡ ♦♥

❙t❛✐r✇❛② t♦ ❍❡❛✈❡♥
▲❡❞ ❩❡♣♣❡❧✐♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✿

❬✷❪ ❏✳ ❋r❡r✐❝❦✱ ❏✳ ❏❛❡❝❦❡❧✱ ❋✳ ❑❛❤❧❤♦❡❢❡r✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙❝❤♠✐❞t✲❍♦❜❡r❣✱ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✇❛✈❡✿ ◆♦✈❡❧ ❧✐♠✐ts ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r✱ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇ ✽✹✽
✭✷✵✷✹✮ ✶✸✽✸✷✽✱ ❬❛r❳✐✈✿✷✸✶✵✳✵✻✵✶✼❪

❲❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✿

❼ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦

❼ ❈♦♠♠❡♥t ♦♥ ❝r✐t✐❝✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✼✾❪

❼ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❉Ps

❼ ❖✉t❧♦♦❦ ♦♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❛♥❛❧②s✐s

❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❉▼ ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❣♦ ❛❤❡❛❞ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❉▼ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡❛r❝❤✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛s❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❧✐❣❤t ❛♥❞ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉P❉▼✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡
♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ✏✈❛♥✐❧❧❛✑ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r
t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❉P ❜✉t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ❥✉st ❉P ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❉P ✐s ❣❛✉❣❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭B✮ ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭L✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✭B − L✮✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥✐❧❧❛✴❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❉P ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t✉♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉P ✭❝❢✳✱ ❡✳❣✳✱ ❬✷✵✱ ✷✷✕✷✺✱ ✸✽✵❪✮✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t ♠❛ss r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❉▼✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s♠❛❧❧

❉P ♠❛ss❡s m✱ t❤❡ ❙tü❝❦❡❧❜❡r❣ ❬✸✺✱ ✸✻❪ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❍✐❣❣s
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❧s♦ ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t s❝❛❧❛r ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❡❝tr✉♠
✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②✳
❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦r m . 10 ❡❱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❉▼ ❤❛❧♦ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡

❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ❛s t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡ ❇r♦❣❧✐❡



✾✵
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬✸✶✹❪✳ ❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st❛②
❛❣♥♦st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✳
❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❧✐❦❡ t❤❡ ❙✉♥ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❧✐❣❤t ❉Ps ❡✈❡♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡

❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❉Ps ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❉▼ ❬✶✱ ✶✵✷✱ ✶✵✹✱ ✸✽✶✱ ✸✽✷❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧❛❜ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t❡st✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s❡t✉♣s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s t❤❛t
✐♥❞✉❝❡s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ❜❡②♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t② ❬✸✽✸✕✸✽✻❪✳ P❧❛♥❡t❛r② ❬✸✽✼❪
❛♥❞ ❛st❡r♦✐❞❛❧ ❬✸✽✽✱ ✸✽✾❪ ♦r❜✐ts ❛r❡ ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡✇ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❣❛✉❣❡ ❛♥♦♠❛❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ❧❡❛❞s t♦ str♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ♠❡s♦♥
❞❡❝❛②s ❬✷✺❪ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣✳
■❢ t❤❡ ❉Ps ❛r❡ ❛❧s♦ ❉▼✱ ♥❡✇ t❡sts ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛s ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✵❪ ❛♥❞ r❡❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❬✸✾✶❪✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡s❡
❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ✜rst ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✷❪ ❢♦r ✉❧tr❛✲❧✐❣❤t s❝❛❧❛r ❉▼ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❉P❉▼ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✵❪✳
■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❘❡❢✳ ❬✸✾✸❪ ❢♦❝✉s❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ●❲ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳
❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✐t ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r
❜♦s♦♥s ❣❛✉❣❡❞ ✉♥❞❡r B ❛♥❞ B − L✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜♦t❤ ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞
❧❛s❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❡q✉❛❧ t❡st ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ r❛t✐♦ ♦❢ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r ✭▲P❋✮ ❛❧s♦ ♦✛❡rs t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❡st ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛rr②✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐ts❡❧❢✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛r♠
❧❡♥❣t❤✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❛ss r❛♥❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛
♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❬✸✾✹❪✳ ❚❤❛t s❛✐❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s
✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❑❆●❘❆ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✺❪ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ▲■●❖✴❱✐r❣♦✴❑❆●❘❆
✭▲❱❑✮ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❬✸✾✻❪✳✶

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❧❡t ✉s q✉✐❝❦❧② ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t
●❲ s❡❛r❝❤❡s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉▼✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣r❛✈✲
✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❙❡❡ ❘❡❢s✳ ❬✸✾✼✕✹✵✹❪ ❢♦r ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡❛r❝❤❡s
✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ●❲ s❡❛r❝❤ s❡t✉♣s✳
❲❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s❡❝✳ ✺✳✶ ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t

t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❉P❉▼ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❧✐♠✐ts✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▲P❋ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ s❡❝✳ ✺✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❉P❉▼ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s ❢♦r ❛
r❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧

❖✉r ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❉P ❬✷✵✱ ✷✶✱ ✺✶❪

L ⊃ −1

4
F ′
µνF

′µν − ǫ❑▼
2
F ′
µνF

µν +
m2

2
A′
µA

′µ − ǫgeA
′
µJ

µ
g , ✭✺✳✶✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉P ✜❡❧❞ A′
µ ✐♥ ❢✉❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❚♦

❜❡ s♣❡❝✐✜❝✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜♦t❤ t❤❡ ✭❜② ♥♦✇✮ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ǫ❑▼ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ t❡♥s♦rs F (′)
µν ♦❢ t❤❡ ❙▼ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐r❡❝t

❝♦✉♣❧✐♥❣ ǫg t♦ ❛ ❝✉rr❡♥t J
µ
g ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ U(1) ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ g✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

✶❚❤❡ ▲❱❑ ♣❛♣❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✇♦r❦ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳



✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✾✶

r❡s❝❛❧❡❞ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ gg t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ e✱ ✐✳❡✳ gg = ǫge✳ ❆❞❤❡r✐♥❣
t♦ ♦✉r ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t✉♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❉P ✜❡❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛❧❧ ♦❢ ❉▼✳

✺✳✶✳✶ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❛r❦ s❡❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② r✐❝❤✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✉♥❞❡r
t❤✐s ♥❡✇ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤✐s s❡t✉♣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✭✐♥❞✉❝❡❞✮
♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥s ✉♣ ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ♥❡✇ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❞❛r❦ s❡❝t♦rs✷ t♦ ♥❡✇ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡
✈✐s✐❜❧❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙▼ ♦✛❡r ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ♥❡✇
❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❣❛✉❣✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ t❤❡♦r② ❛♥♦♠❛❧②✲❢r❡❡ ❬✷✺❪ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s
❢♦r ❣❛✉❣✐♥❣ ❙▼ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❙▼ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❣❛✉❣❡❞ ❬✷✵❪✳ ❋♦r ♠♦st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✇✐t❤
g = B ♦r g = B − L✱ ✐✳❡✳ ❣❛✉❣✐♥❣ ❜❛r②♦♥ ❛♥❞ ❜❛r②♦♥✲♠✐♥✉s✲❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✉♥❧❡ss ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ s❡❝✳ ✺✳✸ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦
❛r❜✐tr❛r② ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❣✐✈❡ str♦♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ✇❤② ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈❡r ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣②
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆s ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡❧② ❛♥②♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✜❡❧❞✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❞r♦♣ t❤❡ ✏ ′ ✑ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r ✐s

❝❤❛r❣❡❞✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝✱ ❧❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛tt❡r t❤❛t ♠❛❦❡s ✉♣ ♠♦st ♦❢
♦✉r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s✳ ❋♦r B✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r ❛s
t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ❥✉st ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
♦♥ t❤❡ s❤❡❧❧✳✸ ❋♦r B − L✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛s ❛t♦♠s ❛r❡
❝❤❛r❣❡ ♥❡✉tr❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ B − L = Nn + Np − Ne = Nn✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣r♦t♦♥s
❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠✉st ❝❛♥❝❡❧ ❛♥❞ t❤✉s B − L ✐s ❥✉st ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠♦st ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ✐✳❡✳ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❛♥❞ tr✐t✐✉♠✱
❛r❡ ♥❡✉tr❛❧ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝❤❛r❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ t♦t❛❧ B − L ❝❤❛r❣❡
t❤r♦✉❣❤ ♠✐ss✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡♣t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
✐t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tt❡r ❛s ♥♦t ✐♦♥✐s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣
t❤❡ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ B − L = Nn✳

❉P ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s

❆s ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❉▼ ♠❛ss ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡❱ ♠❛ss s❝❛❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❛♥❞
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❉▼ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦❧❞ ✭♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✮✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉P ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ♠❛ss m ②✐❡❧❞s

A(t,x) = A❉▼e
−iωt+φ(x) . ✭✺✳✷✮

❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ❛♥② s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ φ(x) = i k ·x+φ0 ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡
ω = m(1 + O(v2)) ✐♥ ♦✉r ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s❡t✉♣✳ ❚♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❉▼ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♥ ♦✉r ❤❛❧♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s v ∼ 10−3 ❬✷✹✸❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ ✸✲✈❡❝t♦r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ Aµ ❛s ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✉s❡ t❤❡ ✏▲♦r❡♥③✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

✷◆♦t❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❙▼✳
✸❚❤✐s ❢✉rt❤❡r ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐♦♥s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ B ❝❤❛r❣❡✳



✾✷
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

∂µA
µ = 0 ⇒ A0(t) = −k ·A(t)

ω
≈ v ·A(t) ≪ |A(t)| , ✭✺✳✸✮

✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✈❡❧♦❝✐t②✲s✉♣♣r❡ss❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✸✲
✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❛❞❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✐♥ ❡q✳ ✭✸✳✷✷✮
t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❛t s❡t✉♣✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
s♠❛❧❧ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧❛r ❉Ps ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞
❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❊❖▼s✮ ❢♦r ❛ ♠❛ss✐✈❡ ✈❡❝t♦r ❜♦s♦♥
✐♥ st❛r❦ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠❛ss❧❡ss ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❣❛✉❣❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❋♦r
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛ss❛❣❡ ♦♥ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts✳ ◆♦✇
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st✐✜❛❜❧② ♥❡❣❧❡❝t
✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② tr❛♥s✈❡rs❡❧② ♣♦❧❛r✐s❡❞ ❉P✱ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❛♥✐s❤❡s ❡①❛❝t❧② s✐♥❝❡ k ·A❉▼ = 0✳ ❲❤❛t❡✈❡r s❡t✉♣ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛
r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s s❛❢❡❧② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❉P❉▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✫ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

❖✉r ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t♦ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❧♦✇❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡✱ ✇❡ r❛t❤❡r ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤❡s ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❤♦✇❡✈❡r s♠♦♦t❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ❬✹✵✶✱ ✹✵✺❪
❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧s♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❬✸✼✾✱ ✹✵✻❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡
❞❡♥s✐t② ❤❡r❡ ❛s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❧✉❝❦② t❤❛t t❤❡
❞❡♥s✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ▲P❋ ✇❛s ❛♥♦♠❛❧♦✉s❧② ❧♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢
✇❡ s❡❡ ❛ s✐❣♥❛❧ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t ✐t s❧♦✇❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛s ✇❡ ❛r❡ s❧♦✇❧② ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❛
♥❡✇ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t② s✉❝❤ t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇♦✉❧❞
♥♦t s❡❡ ❛♥②t❤✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛s✐❞❡ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛❧✇❛②s r❡❧② ♦♥ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❛
❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❡♥tr❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t
❡♥♦r♠♦✉s ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈❛♥✐s❤✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❉P ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❉P❉▼ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱

t❤❡r❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✐t❤❡r
♣♦❧❛r✐s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛t❝❤ ♦r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❛♥❞♦♠ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❞♦✇♥
t♦ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤✮ ❬✼✷❪✳✹ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡r❡ st✐❧❧
✐s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ■t
✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ②❡t ✇❤❡t❤❡r ✐t ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✈✐r✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❡q✉✐♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✸✼✾❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t r♦❜✉st ❛r❣✉♠❡♥t
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ●❘ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐♥❢❛❧❧ ✇✐❧❧ ❜❛r❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛❧s♦
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ s❡tt❧❡ t❤✐s ❞❡❜❛t❡✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s ♦♥❣♦✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣

t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r tr✉❧② r♦❜✉st ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❧✐♠✐ts✳✺ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛s♣❡❝t
♦❢ ❉Ps ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s❝❛❧❛r ❯▲❉▼ s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥♦✈❡❧ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡

✹❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❉▼ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞
s♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✈❡r② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝
❙▼ ♣❧❛s♠❛✳

✺❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜❧✐♥❞ s♣♦ts ✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♠❛❦✐♥❣
♥❛✐✈❡ ❧✐♠✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t♦♦ ♦♣t✐♠✐st✐❝✳





✾✹
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤♦✉t ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡♥♦r✲
♠♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s❡❛r❝❤ ❛s✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❉P ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♠❛ss✱ ✇❡
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❜✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛s ✇❡ s❤♦✉❧❞ s❡❡ ❛
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐♥❡ ✐♥ ❡✈❡r② ❜✐♥✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡s ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡✈❡♥ ♣r♦❜❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❘❡❢s✳ ❬✹✵✽✕✹✶✶❪ ❢♦r
s✐♠✐❧❛r ❛tt❡♠♣ts ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ▲P❋ ❤❡r❡ ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ❛s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥
s❡❝✳ ✺✳✷✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❡♠♣❤❛s✐s❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❛s ❛ s✐❣♥❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ▲P❋✱ t✇♦ ✭❛❧♠♦st✮ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t❡st ♠❛ss❡s ✭❚▼s✮ ❛r❡
❡♥❝❧♦s❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✭❙❈✮✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚▼s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❚▼s ❛♥❞ t❤❡ ❙❈ ✐s tr❛❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡❞ ❉P❉▼ ♦♥ ❛
❝❤❛r❣❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✵❪ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t
✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥② ❢♦r❝❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✏❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✑ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❉P❉▼

Eg = −∂tA(t,x) = iωA❉▼e
−iωt+φ(x) . ✭✺✳✹✮

❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ s❡t φ(x) ≈ 0 ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r ✐t s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t
❞❡t❛✐❧✳ ■♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉s✐♥❣ ●❲ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ❛s ❉P❉▼ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✈❡r② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❦❡❡♣ t❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ▲P❋✱ ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜❡❧❞ ❛s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s
❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❝♦❤❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳
❚❤✐s ✜❡❧❞ t❤❡♥ ❡①❡rts ❛ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❝❤❛r❣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

a(t,x) ≃ iωǫge
q

M
A❉▼e

−iωt+φ(x) = iǫge
q

M

√

2ρ❉▼ êA e
−iωt+φ(x) , ✭✺✳✺✮

❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♠❛ss M ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ q ✭✉♥❞❡r g✮✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❜✉t t❤❡s❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛t ❧❡❛st O(v2) s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✳ ✭✺✳✸✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t
t❤❡s❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ ♦✉r ❞❡❡♣❧② ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s❡t✉♣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ ❉▼

ρ❉▼ =
1

2
ω2|A❉▼|2 , ✭✺✳✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝♦rr❡❝t ✉♣ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❉Ps✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ êA ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉P❉▼ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
♣❛t❝❤✳

✺✳✶✳✷ ❆ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦

❋♦r t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✳✼ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✳ ■♥ t❤❡

✼❋♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲P❋ ❛✉①✐❧✐❛r②
❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r



✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✾✺

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❡❢✳ ❬✹✶✷❪ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ♣❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❙✐❣♥❛❧ ✫ ◆♦✐s❡

❖♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❡t❡❝t♦r s ❛s

s(t) = h(t) + n(t) , ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ n ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ♥♦✐s❡✳✽ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱
✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✾

t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

x(f) =

∫

❞t
2π
x(t)e2πift , ✭✺✳✽✮

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✐✳❡✳

〈n∗(f)n(f ′)〉 = δ(f − f ′)
1

2
Sn(f) . ✭✺✳✾✮

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s r❡❛❧✱ ✐✳❡✳ n∗(t) = n(t) ❛♥❞ t❤✉s Sn(−f) = S∗
n(f)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦

t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ✉♥✐ts ♦❢ [n]2/❍③ ✇❤❡r❡ [X] ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② X✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ t❛❦❡

〈n(t)〉 = 0 . ✭✺✳✶✵✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✾✮ ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✐s❡❞ r❡s✉❧t t❤❛t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥ ❡①❛❝t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ▲❍❙✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❡r❣♦❞✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r ❛ t✐♠❡
T ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆f = 1/T ✳ ❚❤✐s ✜♥✐t❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ s♦❢t❡♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ δ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ∆f ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

δ(f − f) = δ(0) → 1

∆f
= T . ✭✺✳✶✶✮

❆s ❛ q✉✐❝❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ∆f → 0✱ ✐✳❡✳ ✐♥✜♥✐t❡❧②
❧♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts T → ∞✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❡♥s❡♠❜❧❡
❛✈❡r❛❣❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

〈|n(f)|2〉 = 1

2
Sn(f)T , ✭✺✳✶✷✮

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✈✐❛

〈n(t)2〉 =
∫

❞f ❞f ′ 〈n∗(f)n(f ′)〉 =
∫ ∞

0
❞f Sn(f) . ✭✺✳✶✸✮

❲❡ s❡❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ✐t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❤❡❧♣❢✉❧
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭❆❙❉✮ ❛s

√

Sn(f) ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❧❛t❡r
✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ st✐❧❧ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳

✽❙❡❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❬✹✶✷❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ h ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ●❲ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❞❡♥♦t✐♥❣
t❤❡ str❛✐♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ st✐❝❦ t♦ t❤✐s ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡
s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ♠❛❦❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✾■♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❥✉st
✇r✐t❡ x(t) → x(f)✳



✾✻
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

▼❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡rs

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❧♦♦❦ ❛t ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦✇❛r❞s
♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ s✐❣♥❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❛ ♥❡✇ q✉❛♥t✐t②

ŝ =

∫ ∞

−∞
❞t s(t)K(t) , ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦✉t♣✉t s ✐s ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ K✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ŝ ❛s

S =

∫ ∞

−∞
❞t 〈s(t)〉K(t) ✭✺✳✶✺❛✮

=

∫ ∞

−∞
❞t h(t)K(t) ✭✺✳✶✺❜✮

=

∫ ∞

−∞
❞f h(f)K∗(f) , ✭✺✳✶✺❝✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❡q✳ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ P❛rs❡✈❛❧✬s t❤❡♦r❡♠ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡✳
❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ♥❡❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ S✱ ❝❛❧❧❡❞ N ✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧

N2 =
[

〈ŝ2〉 − 〈ŝ〉2
]

h=0
✭✺✳✶✻❛✮

= 〈ŝ2〉h=0 ✭✺✳✶✻❜✮

=

∫

❞t ❞t′K(t)K(t′)〈n(t)n(t′)〉 ✭✺✳✶✻❝✮

=

∫

❞t ❞t′K(t)K(t′)

∫

❞f ❞f ′ 〈n∗(f)n(f ′)〉e2πi(ft−f ′t′) ✭✺✳✶✻❞✮

=
1

2

∫ ∞

−∞
❞f Sn(f)|K(f)|2 , ✭✺✳✶✻❡✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞ ❡q✳ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❡q✳ ✭✺✳✾✮ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✳ ◆♦✇ ✇❡
❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❡①♣r❡ss t❤❡ ❙◆❘ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✜❧t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s

❙◆❘ =
S

N
=

∫∞
−∞ ❞f h(f)K∗(f)

√

1
2

∫∞
−∞ ❞f Sn(f)|K(f)|2

. ✭✺✳✶✼✮

❚❤❡ ♠♦st ✉r❣❡♥t q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ ❝❧❡❛r❧② ✐s ❤♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✜❧t❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❦✐♣ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✶✷❪✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

K(f) =
h(f)

Sn(f)
, ✭✺✳✶✽✮

✉♣ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ P❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t ②✐❡❧❞s ❛♥ ❙◆❘ ♦❢

❙◆❘ = 2

√

∫ ∞

0
❞f

|h(f)|2
Sn(f)

. ✭✺✳✶✾✮

❚♦ ✉s❡ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳



✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✾✼

■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t h(t) = a(t).✶✵ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✱ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

ai(f) =
i

2
ǫge

q

M

√

2ρ❉▼ cos θA,iδ
(

f − m

2π

)

, ✭✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡ i = x, y, z ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛①✐s ❛♥❞ cos θA,i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛①✐s ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐✲
s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1/2 ❛s ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ❆❙❉s✳
■♥ ♣❛ss✐♥❣ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡t✉♣
♦r ❡✈❡♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐❢ t❤❡
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▲P❋ ♦✛❡rs t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ✸❉ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❈ ♠♦t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❚▼s✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❞ ❢♦r t❤❡
❙◆❘ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❡st ♠❛ss❡s

❙◆❘ =
1
2ǫge

(

∆ q
M

)√
2ρ❉▼ cos θA,i

1
2

√
Sa

√

δ(f − f) ≡ ∆ai√
Sn

√

δ(f − f) . ✭✺✳✷✶✮

❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✉❡ss❡❞ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✱ ✇❡ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆ai ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✇✐❧❧ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ②✐❡❧❞ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥t r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ r❡❧✐❝ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣
✐♥✜♥✐t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
t✐♠❡ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✶✶✮✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦♥❧②
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐❢ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ✐♥t♦ ❜✐♥s ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡s✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ δ✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜②

δ(0) → T❡✛ =

{

T♦❜s , T♦❜s ≤ tc√
T♦❜stc , T♦❜s > tc

, ✭✺✳✷✷✮

❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✹✶✸❪ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ T♦❜s ❛♥❞
❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ tc✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t n ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❤❡r❡♥t
♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✶✾✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ n ❞✐✛❡r❡♥t
|h(f)|2 ✐♥ q✉❛❞r❛t✉r❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r

√
n✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱ t❤✐s r❡s❝❛❧❡s

tc ❜②
√
ntc =

√
ntc

√
tc =

√
T♦❜stc✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❙◆❘ ❛s

❙◆❘ =
∆ai√
Sn

√

T❡✛ , ✭✺✳✷✸✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ∆ai ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ T❡✛✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❆❙❉s

√
Sn ♦❢ ▲P❋✱ t❤❡r❡❜② ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳✶✶

▲❡t ✉s ❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r✲
❡♥❝❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛✲❧♦✇
♠❛ss r❡❣✐♠❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❡❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭❜❛rr✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❡✛❡❝ts✮ ❛s ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❧✐❢❡t✐♠❡s
✇✐❧❧ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ▲P❋ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡

✶✵❖♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❥✉st✐✜❡❞ t♦ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳❡✳
φ(x) = 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✳
✶✶❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❢♦r ♠♦st ●❲ s❡❛r❝❤❡s✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉♦t❡❞ ❛s ❆❙❉s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s str❛✐♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦✉r ❆❙❉ t♦ t❤✐s
str❛✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡ ❛s ✐t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ ∼ ω2/L✳



✾✽
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❣❡t ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ✐❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥✲
tr❛st✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠❛ss❡s✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉Ps✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ▲P❋ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦r❜✐t ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✷❪✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡
t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❈ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡s
♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✹✶✹❪✱ ✐✳❡✳ ❛ ❢❡✇ ❞❛②s ❛t ❛ t✐♠❡ ♣❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡r✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛
s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛s ✇❡ ✉s❡ ✐t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣
♣♦✇❡r✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ▲P❋✬s ♦r❜✐t
❛♥❞ r❡❧❛t✐♥❣ ✐t t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛❧✳

✺✳✶✳✸ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧s ❛t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ▲P❋ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ ❛♥s✇❡r s♦♠❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② s✐❞❡✳ ◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s
q✉✐❝❦❧② ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❙❈ ❛♥❞ ❚▼s✱ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ∆ q

M = 0✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t✇♦ ❜♦❞✐❡s ✭✐✳❡✳ ❚▼s✮ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❚▼s ✐♥ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ●❲
s❡❛r❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▲P❋✳✶✷ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ t❤✐s
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❛r❡ ❦❡♣t ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✇♦rt❤ ✐♥✈❡st✐♥❣ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❡✛❡❝ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳✶✸

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❊P✮ ❬✹✶✼❪ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ♠❛❦❡
❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣✉r❡ ●❘ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ●❲ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❊P ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❬✸✽✻✱ ✹✶✽❪✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛♥② ●❲ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❉P❉▼ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ❚▼s ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✐s
t❤❡♦r✐st✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ●❲ ❞❡t❡❝t♦rs ♠❛❦❡
✐t ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ❚▼s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲
❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐❦❡ ▲■●❖✱ ❱✐r❣♦ ♦r ❑❆●❘❆✱ t❤❡ ♠✐rr♦rs✶✹ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ❧♦♥❣
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡st ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❬✹✶✾❪ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❚▼s ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r s✉❜❧❡❛❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❉P❉▼ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❡q✉❛❧ ❚▼

s❡t✉♣s ❧✐❦❡ ▲■●❖ ♦r t❤❡ ▲P❋ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❡✳❣✳ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✹✮ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❜♦t❤ ❛♥ ❛r♠✲❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② s✉♣♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❘❡❢✳ ❬✸✾✸❪✳ ❖♥❧② ❧❛t❡r ✐t ✇❛s r❡✲❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❬✹✷✵❪ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉P
♠❛ss ✭✐✳❡✳ 1/m✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r L ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞

✶✷▲P❋ ❛♥❞ ▲■❙❆ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❆✉P❚ ❝✉❜❡s ✇❤✐❧❡ ▲■●❖✱ ❱✐r❣♦ ❛♥❞ ●❊❖✻✵✵ ✉s❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❬✸✾✻✱ ✹✶✺❪✳ ❑❆●❘❆
✉s❡s s❛♣♣❤✐r❡ ♠✐rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❜✉t ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✐♥ t❤❡✐r ❛✉①✐❧✐❛r②
❝❤❛♥♥❡❧s ❬✸✾✺✱ ✸✾✻❪✳ ❋♦r t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❊❚✮✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♠✐rr♦rs ❬✹✶✻❪ ❜✉t
t❤❡② ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳
✶✸❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♠✐❣❤t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❜✉t ❢♦r t❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●❲
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✱ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ✐♥ ▲P❋ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤✐s ✐❞❡❛ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡
♦✈❡r❛❧❧✳
✶✹❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ t❡st ♠❛ss ❛♥❞ ♠✐rr♦r ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧② ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳



✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✾✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✴❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♥❛♣s❤♦t ❛t ❛ ✜①❡❞
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ✐s str♦♥❣❧②
❡①❛❣❣❡r❛t❡❞✳ ✭❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ✈❡❝t♦r✐❛❧✱ t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛①✐s✳✮ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
✜❡❧❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ✐♥ t✐♠❡ t❤❛♥ ✐t ❞♦❡s ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❚▼s
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s t❤❡② ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

♦✉t ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✸✾✵✱ ✸✾✷❪✳✶✺ ❚❤✐s ✏♥❡✇✑ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❢r♦♠
t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r
str✐❝t❧② ❡q✉❛❧ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐s
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② max

{

(ωL)2, vωL
}

✳ ❋♦r ❢✉❧❧✲s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦♥
t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ 1/m ∼ 1/ω ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❜✐❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇✉t ❢♦r ▲P❋ ✇✐t❤
✐ts ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ∼ 40 ❝♠✱ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s✉♣♣r❡ss ❛❧❧ ❧✐♠✐ts
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❚▼s ❛♥❞ t❤❡ ❙❈ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ∆ q

M 6= 0 ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣✳
■♥❞❡❡❞ ❢♦r ❑❆●❘❆ ❛♥❞ ✐ts ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✉t✐❧✐s❡❞ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✸✾✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛s ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❱❑ ❤❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✉♣ ♦♥ t❤✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r❡❝❛st ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ s❤♦rt ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❬✸✾✻❪✳ ❇♦t❤
t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✷
❛♥❞ ✜❣✳ ✺✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ s❦❡t❝❤❡s✳

❚❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t

▲❡t ✉s ♥♦✇ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❚▼s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦
❡q✳ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣✐✈❡♥ ❛①✐s xi ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ cos θA,i✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ ❢♦r

✶✺❚❤❛♥❦❢✉❧❧②✱ t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✏❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❡❝❞♦t❡✑ ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✷❪ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✳ ❚❤✐s ❤✐♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇
t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ✇❡r❡ ✭r❡✲✮❞❡r✐✈❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ t❤✐s
t♦♣✐❝✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦
▲■●❖✴❱■❘●❖ ❞❛t❛ ❬✹✷✶✱ ✹✷✷❪✳



✶✵✵
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✛❡❝t ❛❝t✐✈❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❖♥ t♦♣✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② ❧✐❣❤t ✐♥ ❛ s❡t✉♣ ❛t r❡st
✭♦r ♠♦✈✐♥❣ ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t②✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ s♥❛♣s❤♦ts ✐♥ t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t r❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❚▼✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❚▼✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❧✐❣❤t r❛②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡r s❦❡t❝❤ t❤❛t
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞
❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s st✐❧❧ ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ♠✐♠✐❝s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❚▼s✳

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦

∆ai(t,x) = iǫge
q

M

√

2ρ❉▼ cos θA,ie
−iωt

(

1− eiφ(x)
)

≡ aie
−iωt

(

1− eiφ(x)
)

✭✺✳✷✹❛✮

= aie
−iωt

(

i
❞φ
❞xi

∣

∣

∣

x=xi
(x− xi) +O

(

(

❞φ
❞xi

|x=xi
)2

(x− xi)
2

))

✭✺✳✷✹❜✮

≈ ivixiωaie
−iωt , ✭✺✳✷✹❝✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣✉t t❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t ❛t xi = 0 ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ ✇✳❧✳♦✳❣✳ φ(0) = 0✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
ai r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢∆ai ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✷✶✮ ✇✐t❤∆(q/M) → q/M ✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t φ(x) = x · k ❛♥❞ k ≈ mv ≈ ωv✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐♥ ♦✉r
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛①✐s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ t✇♦✲❛r♠ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❤♦✇❡✈❡r
r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✸✾✸❪✳ P❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤❛t
xi = L✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❚▼s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜✉t r❛t❤❡r ❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣
❣r❛❞✐❡♥t ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t s♠❛❧❧✱ ❡q✉❛❧ ❚▼ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs s✉✛❡r ❛ ♠❛ss✐✈❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
∼ vωL ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−15 ♦r s♠❛❧❧❡r ❢♦r ▲P❋✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛
✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✭✐♥ ❛ r❛t❤❡r ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ✇❛②✮ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✷✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡①❝✉rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ❧❛r❣❡ L✳
❚❤✐s ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ●❲ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ✐s t❤✉s
t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳



✺✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✶✵✶

❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ❡✛❡❝t

❚❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜♥✐t❡
❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ❡✛❡❝t ✐s ❡✈❡♥ ❛t ♣❧❛② ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ✐s
❛♥ ✏✐♥t❡❣r❛t❡❞✑ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳
❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r s❦❡t❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡
❢r♦♠ ♦♥❡ ❚▼ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❜❛❝❦ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛s

xi,1(t) =
ai
ω2

(

1− eiωt
)

✭✺✳✷✺❛✮

xi,2(t) = L+
ai
ω2

(

1− eiωt
)

, ✭✺✳✷✺❜✮

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❚▼s st❛rt ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥s 0 ❛♥❞ L✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
✉s❡❞ ai ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✷✹❛✮✳
❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣ ❞✐st❛♥❝❡✴t✐♠❡ ✐♥

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❋❛❜r②✲Pér♦t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ ❛ ❧✐❣❤t r❛② ❡♥t❡rs t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♠✐rr♦r ❛♥❞
t❤❡♥ r❡t✉r♥s ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥ ▲P❋✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
✭❝✳❢✳ ✜❣✳ ✺✳✺✮ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s s✐♥❝❡ ♦✉r ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s
♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥②✇❛②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛r♠❧❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳ ❛ s❤♦rt tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭♥♦t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✦ ✮ ♦❢ t❤❡ ❉P✱ ✇❡ ❣❡t ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡
❧✐❣❤t

∆xi ≡ (xi,2(t+ L)− xi,1(t)) + (xi,2(t+ L)− xi,1(t+ 2L))− 2L ✭✺✳✷✻❛✮

=
(

L+
ai
ω2

(

e−iω(t+L) − e−iωt
))

+
(

L+
ai
ω2

(

e−iω(t+L) − e−iω(t+2L)
))

− 2L

✭✺✳✷✻❜✮

≈ ai
ω2
e−iωt

(

2

(

1− iωL− ω2L2

2

)

− 1−
(

1− 2iωL− 2ω2L2
)

)

✭✺✳✷✻❝✮

=
ai
ω2
e−iωtω2L2 . ✭✺✳✷✻❞✮

❆❧s♦✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts
st❛②s ❛t L✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ xi,1/2 ❤❛✈❡ ❛♥ O

(

ai/ω
2
)

≪ L ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❧✐❣❤t t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥
✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ✐s s❡t ❜② t❤❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✳
❋r♦♠ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

∆ai(t) ≡ ω2∆xi ≈ (ωL)2aie
−iωt , ✭✺✳✷✼✮

✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚▼s ✐s L ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t
✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼s ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳✶✻ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱
❛♥❞ t❤✉s t❤✐s ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ♠❛ss✐✈❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s❝❡♥❛r✐♦
✐❢ ωL ≪ v ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ▲P❋ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧s♦
❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❘❡❢✳ ❬✸✾✹❪ ✉s❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ✐❣♥♦r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡✳

✶✻■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ s✐♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳



✶✵✷
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

✺✳✷ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②

❚♦ ❜❡❣✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ ▲P❋ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ♥♦✇
❛❧s♦ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡
✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦st❧② t❛❦❡♥ ❛ t❤❡♦r✐st✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

▲P❋ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥

▲P❋ ❬✹✷✸❪ ✇❛s ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ s♣❛❝❡✲❜♦r♥❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❢❡r✲
♦♠❡t❡r ▲■❙❆ ❬✹✷✹❪✳✶✼ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥✬s ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ▲■❙❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s♣❛❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ❙❈ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❚▼s ✇❛s s❡♥t t♦ t❤❡ ✜rst ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
❙✉♥✲❊❛rt❤ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❚▼s ❛r❡ 2 ❦❣ ●♦❧❞✲P❧❛t✐♥✉♠ ❛❧❧♦② ❝✉❜❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
∼ 5 ❝♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❤♦✉s✐♥❣s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤ ♣❧❛❝❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ✇❛s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ✭❡✛❡❝t✐✈❡❧②✮ ❢r❡❡✲❢❛❧❧✐♥❣ ❚▼s ❛t ❛ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ▲■❙❆✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❡st ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❬✹✷✺✱ ✹✷✻❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ s❝r✉t✐♥② t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❚▼ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▲P❋ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ r❛❞✐✲
❛t✐♦♥ ♠♦♥✐t♦r ❬✹✷✼❪✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ❬✹✷✽❪✱ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ❬✹✷✾❪✳ ❙❡✈❡r❛❧
♦❢ t❤❡s❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✏❚▼✶✑✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡st
♠❛ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❈✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❚▼ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛s t✇♦ ❚▼s ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❣❡♦❞❡s✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❈ ❝❛♥♥♦t ❝♦❡①✐st ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❡❛✲
s✉r❡s ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❚▼ ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❚▼✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ❚▼ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❙❈ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❚▼ t♦ ❧❡❛✈❡ ✐t ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ♦♥ ✐ts ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛♥♦❡✉✈r❡s
❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✶✽ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛ss❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ♠❛ss✱ ✐✳❡✳ ❚▼✷✱ ❤❛s t♦ ❜❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ♦♥ ✐ts ♦r❜✐t✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ❚▼s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ ✇❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ t❤❡ ①✲❛①✐s✳ ❖♥ t❤✐s ❛①✐s✱

t❤❡r❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ x12 ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ♦♥✲❜♦❛r❞ ❛s ✐t ✐s
✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚▼s✳ ❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡ x1 ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❙❈ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ ❚▼✶✳
❚❤✐s ❛✉①✐❧✐❛r② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❉P❉▼ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡
♠❛ss✴❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❆❧❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚▼s
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❬✹✸✶❪✳

▲P❋ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝✳ ✺✳✶ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲
t♦✲♠❛ss r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❚▼s ❛♥❞ t❤❡ ❙❈ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❙❈ ✐ts❡❧❢ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs t❤❛♥ ❆✉ ♦r Pt ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧
r❡❛s♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❝❤❡❛♣ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r❧② ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ❛s
t❤❡ ❚▼s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♦r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ♠♦st ❝❛s❡s ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r✱

✶✼❊❛r❧✐❡r t❤✐s ②❡❛r✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❢♦r ▲■❙❆ ✇❛s ♦✣❝✐❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❊❙❆✳
✶✽❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦st ●❘ t❡①t❜♦♦❦s✱ ❡✳❣✳
✐♥ ❬✹✸✵❪✳



✺✳✷ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ✶✵✸

❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢♦r B − L ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠
✉♥❞❡r t❤✐s ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✲t♦✲♣r♦t♦♥ r❛t✐♦
t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❢♦r st❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦s ❢♦r ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ❢♦r B✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥

❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t
❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛s ❝❧❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❛ ✜rst ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✜♥❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦ ✇✳r✳t✳ t❤❡
B −L r❡s✉❧t✿ ❜♦t❤ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ♦❢ ♦r❞❡r ▼❡❱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉❝❧❡♦♥ ♠❛ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛t t❤❡ ●❡❱ s❝❛❧❡✳ ◆❛✐✈❡❧②✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts ❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ∼ 10−3 t❤❛t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ tr② t♦ t❛❦❡ ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❈✬s ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❛❝❦❛❣❡ ❡♥❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❚▼s✱
❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❈✳ ❚❤✐s ❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❛s ❜✉✐❧t ♠❛✐♥❧②
❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❬✹✸✷❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❙❈ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡②♦♥❞ t❤❛t✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛ss✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t
✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❈ ♦r ❆❧✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙❈ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❡❡♣ ❞✐✈❡ ✐♥t♦
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ▲P❋ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡♥s❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
▲P❋ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② ✉s❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❙❈✳ ❚♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s t❤❡ ❚▼s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❙❈ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❝❛r❜♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✶ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✹✸✷❪✱
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ 450 ❦❣ ❙❈ ❤❛s ❛♥ 83 ❦❣ ❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐❧❧
❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❣♦❧❞✳✶✾

▲P❋ ❞❛t❛

❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❡
s❤♦✇ ❛♥ ❡①♣❧♦❞❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲P❋ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✹✳ ❋♦r ✉s✱ t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞
❛s ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❛❝❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❛t❛ t❛❦✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❢♦❝✉s ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❤♦✉s✐♥❣✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r
✐♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙❈ ♠♦t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❚▼s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❛t ♥♦t ❥✉st t❤❡ ①✲❛①✐s
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ②✲ ❛♥❞ ③✲❛①✐s ❛r❡ tr❛❝❦❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ③✲❛①✐s ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❚▼s t♦ t❤❡ s♦❧❛r
❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✺✳ ❚❤❡s❡ ❛①❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
❜❡♥❝❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✈✐❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ❢♦r ♠♦st ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡
t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❆❙❉s ❢♦r ❛❧❧ ❙❈ ❛①❡s ❬✹✸✸❪ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥
✜❣✳ ✺✳✻✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ❞❛t❛✲❜❛❝❦❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙❈ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❚▼✭s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢♦r ❡q✳ ✭✺✳✷✸✮✳✷✵

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✻✳✺✲❞❛② ♥♦✐s❡✲♦♥❧② r✉♥ ✐♥ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✻ ❬✹✷✺❪✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❙❈ ❛♥❞ ❚▼s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡st
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❈ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❚▼✭s✮✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❧✐♠✐ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t ❝✉ts
❛t 1❍③ ❛♥❞ 10−4❍③ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①tr❡♠❡ r❡❣✐♠❡s ❬✹✸✸❪✱
t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡rt✐s❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

✶✾❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦ ♦❢ ❣♦❧❞ ❛♥❞ ♣❧❛t✐♥✉♠ ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ♥❡❣❧❡❝t ✐t
❤❡r❡✳
✷✵■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ②✲ ❛♥❞ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ tr❛❝❦❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❚▼ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ①✲
❛①✐s ♦♥❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ ❚▼✶ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ✭❙❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s✳✮



✶✵✹
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊①♣❧♦❞❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲P❋ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡st ♠❛ss❡s
✐♥ ✐ts ❝❡♥tr❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❙❈ ❣♦❡s
✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦r t❤❡ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧✳ ❋♦r
s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❥✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭s❡❡ t❡①t✮✳ ■♠❛❣❡ ❜② ❊❙❆✴❆❚●
♠❡❞✐❛❧❛❜ ✭✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐♦♥✮✳

t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❡①tr❡♠❛❧ r❡❣✐♠❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❛ ♣❧❛♥♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♣r♦❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❞❛t❛ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✲♦♥❧② r✉♥ ❢r♦♠ ❆♣r✐❧
✷✵✶✻✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ❆❙❉s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t✱ ❧❡t ✉s ❜r✐❡✢②
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✻✳ ❋♦r
❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞♦✇♥ t♦ ∼ 10−3❍③✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ♠♦st❧② ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t✲
♦❢✲❧♦♦♣ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❙❈✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❆❙❉s
❛r❡ t❤❡ ✇❡❛❦❡st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤✐❡❧❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❜②
t❤❡ ❙❈ ❛rr❛♥❣✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❚▼✳ ❚❤❡ ❜✉♠♣ ❛t t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛r✲tr❛❝❦❡r ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❈✳ ❘❡❢✳ ❬✹✸✸❪ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤✐s ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡
♠✐t✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲■❙❆ ♠✐ss✐♦♥✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
♦❢ ❣❛✉❣❡❞ ❉P❉▼✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝✳ ✺✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇
❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥
♥♦✐s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❚▼s✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❜❡tt❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✸✸❪ ❢✉rt❤❡r ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝✉ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❆t ♣❡❛❦ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ t❤❡ ①✲❛①✐s ❛❧♠♦st r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❚▼✶✲❚▼✷ r❡s✉❧t✱ ❝❢✳ t❤❡ ❞❛s❤❡❞







✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ✶✵✼

❉P ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♦r❜✐t ♦❢
▲P❋✱ ✐t ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❧✐♠✐ts ✐❢ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❣✉✐❞❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❘❡❢✳ ❬✼✷❪✳ ▲P❋ ♦✛❡rs t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✷✸ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ✏❜❧✐♥❞♥❡ss✑ ❞✉❡ t♦
❛♥ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s s❡t ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡
❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st s❡♥s✐t✐✈❡ ❛①✐s ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✳ ✺✳✻✳

B − L s❡♥s✐t✐✈✐t②

■♥ ✜❣✳ ✺✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❢♦r B−L ❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛①❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❝♦❧♦✉r✲❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ✜❣✳ ✺✳✻✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥
✐s ❡①❛❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛①✐s✱ ✐✳❡✳ s❡tt✐♥❣ cos θA,i = 1 ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✷✵✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡
❣❡t r❛t❤❡r s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❛❧❧ ❛①❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡❛❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ①✲
❛①✐s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✇❡❛❦❡st ❧✐♠✐t ❢♦r ❡✈❡r② ♠❛ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝✐s♠ ❜r♦✉❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✼✾❪ ✇❤✐❝❤
r✐❣❤t❢✉❧❧② ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ♦✉r s❡❛r❝❤
✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♦r ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s♦❧❡❧②
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❛①✐s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❥✉st ❣✐✈❡ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ❖✉r
s❡t✉♣ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ ❛❧❧ ❛①❡s ❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧✱
✐t ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❧❧
❝❤❛♥♥❡❧s✳
❑❡❡♣✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♣t ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✇❛② t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥

♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ ❧❛t❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r B✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢✳ ❬✸✾✸❪ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♥♦t t❤❡
♠♦st ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❧♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ▲P❋ ❧✐♠✐ts ❬✸✾✹❪ ❛♥❞ ▲■❙❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❬✸✾✸✱ ✹✷✵❪✳✷✹ ❆s
♦✉r ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❉Ps ❛s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❡❧②
♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✏❣❡♦♠❡tr② ❢❛❝t♦r✑ ✐s 1/

√
3 ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ r❡s✉❧t

♦❢ 1/3✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡
str♦♥❣❡st ❧✐♠✐t ❢♦r ❡✈❡r② ♠❛ss✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤✐s s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s
❛s t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳✷✺

❯s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡❛❝❤ ♦❢ ▲P❋ ❛s ❛
❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r st❛❣❡s ♦❢
t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❬✹✷✻❪✳✷✻ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✱ ❜✉t ✇❡ s❡t t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✧✜①❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡✧ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ 1❍③✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t 106 s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧②

✷✸❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t❤♦✉❣❤ t♦ r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤✐❧❡
t❤✐s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♥ ✏✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✑
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❙❈ ❛tt✐t✉❞❡ ❜❛r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✻✳✺ ❞❛②s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❧✐♥❞♥❡ss✳ ❲❡ t❤❛♥❦ ▲✉✐s ▼❡♥❞❡s ❢♦r t❤✐s ❤✐♥t✳
✷✹❲❡ r❡❢❡r ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✹✸✻❪ ♦r ❛❧❧ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✹✸✼❪ ❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡✳
✷✺▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✇❡ s❤♦✇ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛♥②✇❛②✳ ❖♥❧② ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞
❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ B ❧✐♠✐ts ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✽ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✾ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛①❡s
✐♥ ♠✐♥❞✳
✷✻❋♦r t❤✐s ✇❡ s❡t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ✶ ♠♦♥t❤ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♥♦✐s❡✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❛
❢❛❝t♦r ✸✳



✶✵✽
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡❡❦✱ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝✉r✈❡✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡s ❛♣♣r♦❛❝❤
♠✐❧❧❡♥♥✐❛ s❝❛❧❡s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♠✐ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉❧tr❛✲❧♦♥❣ t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✹✸✽❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢r❛✐♥
❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❛s ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r❡❝❛st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❡♥s✐t✐✈✐t② s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐s
❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉▼ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
t✐♠❡ ✐s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❧❛♥♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧♦♦❦s
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧✐❢❡s♣❛♥ ♦❢ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r r❡s✉❧ts ❢r♦♠

t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❝♦✈❡r ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♦t❤✲
❡r✇✐s❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧✐♠✐ts s❡t ❜② t❤❡ ✜❢t❤✲❢♦r❝❡ s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼■❈❘❖❙❈❖P❊
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✸✽✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦✉t♣❡r✲
❢♦r♠ ♣r❡✈✐♦✉s ▲P❋ ❧✐♠✐ts ❬✸✾✹❪ ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝t ✐❢ ♦♥❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t✇♦ t❡st ♠❛ss❡s✳ ❚❤❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ❧✐♠✐ts ♦✈❡r t❤❡ ♥❛✐✈❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ♦✉r ♣❡❛❦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛t ∼ 5 · 10−18 ❡❱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ǫB−L,s❛t
ǫB−L,❞❡❝

∼ ∆ q
m
q
M

(mvL)−1 ∼ 3 · 1012 , ✭✺✳✷✾✮

✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ x12 ❛♥❞ t❤❡ x1 s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛t t❤✐s
♠❛ss✳ ❚❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ♠✐❧❞ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲
♠❛ss r❛t✐♦ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ 40 ❝♠✳ ■❢ ✇❡ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦
s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✇❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✾✹❪ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♥❛✐✈❡❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠
♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❝❤ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❢✉t✉r❡
❛♥❛❧②s❡s ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ▲■❙❆ ❢♦r❡❝❛st ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ❬✹✷✵❪✳

B s❡♥s✐t✐✈✐t②

❇❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲■❙❆ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r B s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✽✳
❲❡ ❧♦s❡ ❛r♦✉♥❞ ✸ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣❡r
❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❡q✳ ✭✺✳✷✾✮ ❢♦r B✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ▲P❋ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠
t❤✐s ✐ss✉❡ ❛s t❤❡② s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❧✐♠✐ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❜❡
❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ st✉❞② ♦❢ ▲P❋ ✭❛♥❞ ▲■❙❆✮
❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❝♦✈❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r
s♣❛❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥♦♠❛❧② ❬✷✺❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦♥✲❡①✐st❡♥t ❢♦r B − L✳ ■t ✐s ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ❧✐♠✐ts ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤✐s ❧✐♥❡
❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❣r♦✇s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛ss✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡①q✉✐s✐t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
✐♥str✉♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ▲P❋ ♦r ▼■❈❘❖❙❈❖P❊✳

▲■❙❆ ❢♦r❡❝❛st

❚❤❡ ❧✐♠✐ts s❤♦✇♥ ❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ r❛t❤❡r r♦❜✉st ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦♥ s❡✈✲
❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✳ ◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②







✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ✶✶✶

▲✐♠✐ts ❚②♣❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❉❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✴▲✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭❆✉✮
Le − Lµ B − L ✶ 79/(197− 79) ≈ 0.67
Le − Lτ B − L ✶ 79/(197− 79) ≈ 0.67
B − 3Le B − L ✸ (3 · 79− 197)/(197− 79) ≈ 0.34
B − 3Lµ B ✶ ✶
B − 3Lτ B ✶ ✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❘❡❝✐♣❡ t♦ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ♠♦r❡ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳

t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✴❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ❧✐♠✐t r❡s❝❛❧✐♥❣s ❛r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❆✉ ❛♥❞ t❤❡
β = 0 ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❆✉✲❈ s②st❡♠s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣s ❢♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇✐❧❧ st✐❧❧
❣✐✈❡ s♦❧✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ tr✉❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r t♦ ❛r❜✐tr❛r② ❡❧❡♠❡♥ts✳

❆ r✐❣♦r♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡❛s♦♥s
✇❤② t❤✐s ✐s ✇❡❧❧ ❥✉st✐✜❡❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ❑▼ ❛r❡ ♠✉❝❤
✇❡❛❦❡r ✐♥ t❤✐s ♠❛ss r❛♥❣❡ ✭❝✳❢✳ ✜❣✳ ✹✳✺✮✳ ❋✐rst✱ ❜♦t❤ ❚▼s ❛♥❞ ❙❈ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
♥❡✉tr❛❧ ❬✹✸✾❪✱ ✐♠♠❡♥s❡❧② s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ B − L ♦r B✳
❖♥❡ ✇❛② t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜② ✐♥st❡❛❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡
t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❚▼s✳✷✾ ❊✈❡♥ t❤✐s ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤✐❡❧❞❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❚▼s ❜② t❤❡ ❙❈ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❧✐❦❡ ❛ ❋❛r❛❞❛② ❝❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❚▼s s✐♥❝❡ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② st❛t✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥♦r♠♦✉s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❉Ps
❤❛s ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t✿ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉Ps ♦♥ t❤❡ ❙❈ ✐s ♠❛ss✐✈❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❙❈ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❉P✱ t❤❡ ❉Ps ✇✐❧❧ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
✉♥❞❡r❣♦ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❈✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ ❊▼ ✇❛✈❡s ♦♥ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ∼ (L❙❈/λc)

4✱ ✇❤❡r❡ L❙❈ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙❈✳ ❆❧❧ t❤❡ t♦♦❧s ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✹✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞
t♦ ❉P✲♠♦❞✐✜❡❞ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳✸✵

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t s✉♣♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ❉Ps✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② r❡❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠❛ss ωp =

√

4παn/me ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉P ♠❛ss ❬✶✵✷❪✱ ✐✳❡✳
ǫ❑▼✱❡✛ ∝ m2/ω2

p✳ me ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ n ∼ 5e−/❝♠3 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r② ♠❡❞✐✉♠ ❝❧♦s❡ t♦ ❊❛rt❤ ❬✹✹✶❪ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❧❛s♠❛ ♠❛ss ♦❢
∼ 10−10 ❡❱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦✉r ♠❛ss r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤
tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✉❣❡❞
❉Ps ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✷❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts
❢r♦♠ ❬✹✹✷❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❧❛s♠❛ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❯♥✐✈❡rs❡✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❧❛s♠❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r② ♠❡❞✐✉♠
✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
♠❛ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛s♠❛✳ ❲❡

✷✾❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❛ ❞✐s❤ ❛♥t❡♥♥❛ s❡t✉♣
❬✸✺✹❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠✐rr♦r ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✳
✸✵❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝r✉❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❛t❡❧✲
❧✐t❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❉P ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ✈❡❝t♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✭▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✮✱
❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳



✶✶✷
✺ ❘✐❞✐♥❣ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❲❛✈❡✿

●❡♥❡r❛❧ ❉❛r❦ P❤♦t♦♥ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ▲■❙❆ P❛t❤✜♥❞❡r

P❛rt✐❝❧❡ f qf qf,B−L qf,B qf,αB−βL q̃f q̃f,B−L q̃f,B q̃f,αB−βL
❊❧❡❝tr♦♥ −1 −1 0 −β 0 0 0 0
Pr♦t♦♥ +1 +1 +1 +α 0 0 +1 α− β
◆❡✉tr♦♥ 0 +1 +1 +α 0 +1 +1 α

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♠❛tt❡r✳

❝❛♥ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛ q✉✐❝❦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ q̃f,g ♦❢ ❛ ❢❡r♠✐♦♥ f

✇✐t❤ L ⊃ ǫeq̃f,gf̄ /A
′
f r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❉Ps ✈✐❛ ❡q✳ ✭✾✮

♦❢ ❘❡❢✳ ❬✹✹✷❪✸✶

q̃f,g =

(

qf,g −
qe,g
qe
qf

)

✭✺✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t g t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣✱ ❡✳❣✳ B −L✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t
e t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✐♠✐❧❛r
t♦ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❣❡t ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❤♦❧❞s
❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❥✉st ❝♦✉♣❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❊▼ ❛♥❞ t❤✉s ❣❡ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✉t
❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✐♥ ❛♥ ❛t♦♠✱ ✐t ✐s ♥♦✇ s✐♠♣❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧
❝❤❛r❣❡ ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r♦✉♣ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❡st t♦ s❡❡ ❢♦r B − L ✇❤❡r❡
❜❡❢♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣❧❛s♠❛ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡②
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ❛♥② ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ B−L ❝❤❛r❣❡
♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ✐ts ♥❡✉tr♦♥ ♥✉♠❜❡r✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠✲

♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✇❡❛❦❡r ❧✐♠✐ts ♦♥ ǫ❑▼ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts
♠❛❦❡ ✐t ✈✐rt✉❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉Ps ❛t ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇
♠❛ss❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♣✉t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❣❛✉❣❡❞

B−L ✉s✐♥❣ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♠✐ts ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✻✷❪ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✾✳✸✷

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ②✲❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ gB−L = ǫB−Le✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts
s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ❛s
❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛ss r❛♥❣❡ ❬✸✾✶❪✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r
t♦ ♦✉r ✇♦r❦ ❛s t❤❡② ❛❧s♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❉P❉▼ s✐❣♥❛❧ ♦♥ ❛ ✏B − L✲❞✐♣♦❧❡✑
t❡st ♠❛ss✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛st❡r♦✐❞s
❬✹✸✻❪✱ ❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❬✹✹✸❪✱ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s❡♥s♦rs ❬✹✹✹❪✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ t♦rs✐♦♥
❜❛❧❛♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✸✾✵❪✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ▲P❋ ♥♦r ▲■❙❆ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
❜❡st s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ❜✉t ❛s ▲P❋ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✱ t❤✐s ♠❛❦❡s ✐t
t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♠✐t ♦✈❡r ❛❧♠♦st t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ♠❛ss ❛♥❞ ❛t ♣❡❛❦ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐t
♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐ts ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✇❤② ❛♥❞ ❤♦✇ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲P❋ ❞❛t❛ ❝❛♥ ♣✉s❤
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦✳

✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞r❡✇ ❢r♦♠ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❉Ps ❛♥❞ ❉▼ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ✉❧tr❛❧✐❣❤t
❉P❉▼✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡①✐st✐♥❣ ❉P ❧✐♠✐ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲P❋ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
✸✶❲❡ ✇✐❧❧ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐✳❡✳ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❊▼ ❝❤❛r❣❡s ✇✐t❤ qf ❛♥❞ t❤❡
♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ U(1)g ❜② qf,g✳
✸✷❚❤❡ r❡s✉❧t ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❧❛t❡r ❛❞❞❡❞ t♦ t❤✐s r❡♣♦s✐t♦r②✳ ❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
✉s❡ t❤❡ ♣❧♦t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ▲✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ B − L ❉P❉▼✳ ❚❤❡s❡ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✻✷❪✳

♥♦✈❡❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❈ ❛♥❞ t❤❡ ❚▼s t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❣❛✉❣❡❞ B − L ❛♥❞ B
❉P❉▼ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r② ❛r♠s ✐♥ ❑❆●❘❆ ❬✹✷✵❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡st ♠❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛
r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❚▼s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦
❡①tr❡♠❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❧✐♠✐ts ❛s t❤❡ ❚▼s r❡❛❝t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❉P❉▼ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇❡❛❦❧② ❜r❡❛❦ t❤✐s
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤
✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ♥❡✇ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦❞❡r❛t❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞
❜② t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦s t❤❡② ❛r❡ ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛♥② ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❛❧♠♦st ❢✉❧❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❋♦r ▲P❋✱ t❤❡
❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ♥♦✐s② t❤❛♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✭x12✮ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛t t❤❡✐r
♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦✈❡r
❛❧❧ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❧✐♥❞♥❡ss t♦✇❛r❞ s♣❡❝✐✜❝ ❉P ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✳
❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▲P❋ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❡

♠✉❝❤ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ B−L ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❢♦r B ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♠❛ss❡s ❛r♦✉♥❞ 5 · 10−18 ❡❱✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✶✷ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦st ♥❛✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ B − L✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ ▲P❋ ✇✐❧❧ s❡t ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❛♥❞ t❤✉s ✇♦r❧❞✲❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♠✐ts
♦✈❡r ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♠❛ss r❛♥❣❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♠♦t✐✈❛t❡s ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
r❡❛❝❤ ♦❢ ▲■❙❆ ✉s✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s ❛s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r❡❝❛sts✳





✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❙♦✉♥❞s ♦❢ ❧❛✉❣❤t❡r s❤❛❞❡s ♦❢ ❧✐❢❡ ❛r❡ r✐♥❣✐♥❣

❚❤r♦✉❣❤ ♠② ♦♣❡♥ ❡❛rs ✐♥❝✐t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈✐t✐♥❣ ♠❡

▲✐♠✐t❧❡ss ✉♥❞②✐♥❣ ❧♦✈❡ ✇❤✐❝❤ s❤✐♥❡s ❛r♦✉♥❞ ♠❡ ❧✐❦❡ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ s✉♥s

■t ❝❛❧❧s ♠❡ ♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❆❝r♦ss t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡
❚❤❡ ❇❡❛t❧❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♠❛r❦s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✇♦ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❤❡ ❉P ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧✿ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧❛r ❉P ✢✉①
❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❉P❉▼ ✉s✐♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❉P ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ s❡❝t♦r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳

❲❡ ❞r❡✇ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❉P ❜❡❤❛✈❡s ✈❡r② s✐♠✐✲
❧❛r❧② t♦ ❛♥ ❊▼ ♣❤♦t♦♥✱ ❛♥ ❛s♣❡❝t ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❡❛✈✐❧② r❡❧✐❡❞ ♦♥ ✐♥ ❧❛t❡r ❝❤❛♣t❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ❢r♦♠ ❣❡♥❡r❛❧ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ♠❛ss ❧✐♠✐t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❛ r❡♦❝❝✉rr✐♥❣ t❤❡♠❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤❡r❡
✇❡ ♦❢t❡♥ s❛✇ t❤❛t ❜❡②♦♥❞ ❛ s❝❛❧❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❙▼ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❞r♦♣s
♦✉t✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ t♦②
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❉P ♦♥ ❊❲ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✷✳✶✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❣❤t r❡q✉✐r❡
❢✉rt❤❡r s❝r✉t✐♥② t❤❛♥ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠✐❧❧✐❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ s♦♠❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
r❡s✉❧ts✳
❈❤❛♣❡r ✸ ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r

❉P ✢✉①✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✉♣♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s s✉♠♠❛r✐s❡❞
✐♥ ✜❣✳ ✸✳✷ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛♥ ✏✐♠♣♦✈✐s❡❞ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✑✱ ❍✐♥♦❞❡
❳❘❚✱ ✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r
❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✜❣✳ ✸✳✶✹ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❛❧s♦ str♦♥❣ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ✇❡
❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❍✐♥♦❞❡ ❳❘❚ ✇❛s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t t❤❛t ❢✉t✉r❡ ❤❡❧✐♦s❝♦♣❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r str♦♥❣❡r ❝♦♥str❛✐♥ts
❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧✳
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s♦❧❛r ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜❡❣❛♥ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥

❉P❉▼ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♦❢ ❉▼ t❤❛t ❛r❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✳ ❆s ✐s s❡❧❢✲❡✈✐❞❡♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥② ✈✐❛❜❧❡ ❉▼ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐r❡❝t s✐❣♥❛❧s ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛✐♥ t❛s❦ ✇❛s t❤❡♥ t♦ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉P❉▼✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❉P ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ s♦❧❛r ♣❧❛s♠❛✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜r✐❡✢② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉Ps ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❙▼



✶✶✻ ✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

♣❧❛s♠❛✳ ❲❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♥ t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
t❤✉s ✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧✱ ♦r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✱ ❉P❉▼ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❲❡ t❤❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❉P❉▼ ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ r✐❝❤ s❡t ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ❧❛st ❢✉❧❧✲❜❧♦✇♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❉P❉▼ ✐♥ t❤❡

✉❧tr❛❧✐❣❤t r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡r s❝r✉t✐♥②✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❉P❉▼
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❉Ps ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❉P ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛❧✐❣❤t r❡❣✐♠❡ ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❜② ♥♦✇ ♦❢t❡♥✲❞✐s❝✉ss❡❞ ♣❧❛s♠❛ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ q✉✐❝❦❧② r❡✈✐❡✇❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❛② ♦♥ B ❛♥❞ B − L ❣❛✉❣❡❞ ❉Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
✈✐❛ ●❲ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ ▲P❋ ❞❛t❛✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❧✐❣❤t✲tr❛✈❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✲t♦✲♠❛ss r❛t✐♦s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❛s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ t♦ ♣r❡✲❛♥❛❧②s❡❞ ▲■❙❆
P❛t❤✜♥❞❡r ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ s❡t ✇♦r❧❞✲❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♠✐ts ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✼ ❛♥❞ ✜❣✳ ✺✳✽✳ ❲❡
t❤❡♥ s❡t t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✾ ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▲P❋ ❞❛t❛✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡♥❞ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ ✐ts ♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ t❤❡♠❡✳ ●❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱

♥❡✇ U(1) s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❇❙▼ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡♥♦r♠♦✉s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ❉P✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ str✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❡✈❡♥ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
♠❛♥② ♥❡✇ U(1)s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉P ✐♥ ❇❙▼ ♣❤②s✐❝s ✐s ❢✉rt❤❡r ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ❜②
t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠✐①✐♥❣ t❡r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❉P ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st ❛ s♠❛❧❧
♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❛r❦ s❡❝t♦r✱ ❜✉t ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ❉P ❛❧♦♥❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
r✐❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ s❡❛r❝❤❡s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ s♦ ❢❛r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ s✐❣♥❛❧✱
t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❉▼✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡
s❡❛r❝❤❡s ❢r♦♠ ❲■▼P② t♦ ❧✐❣❤t ♦r ✉❧tr❛❧✐❣❤t ❉▼ s❡❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡①t st❡♣✳ ❆❧s♦✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢ ●❲ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐✲♠❡ss❡♥❣❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❝♦♣❡ ❛♥❞
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ✉s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❯♥✐✈❡rs❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞✱
♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ②❡❛rs ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ♥❡✇
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❑✳ ❙❝❤♠✐❞t✲❍♦❜❡r❣✱ ▼✐♥✐♠❛❧ st❡r✐❧❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✶✵✼ ✭✷✵✷✸✮✱
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❬✸✵✷❪ ❏✳ ❘❡❞♦♥❞♦ ❛♥❞ ▼✳ P♦st♠❛✱ ▼❛ss✐✈❡ ❤✐❞❞❡♥ ♣❤♦t♦♥s ❛s ❧✉❦❡✇❛r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ❏❈❆P
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❬✸✵✸❪ ❆✳ ❋r❛❞❡tt❡✱ ▼✳ P♦s♣❡❧♦✈✱ ❏✳ Pr❛❞❧❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ❘✐t③✱ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❱❡r②
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❬✸✵✹❪ ❘✳ ❈❛t❡♥❛✱ ❉✳ ❈♦❧❡✱ ❚✳ ❊♠❦❡♥✱ ▼✳ ▼❛t❛s✱ ◆✳ ❙♣❛❧❞✐♥✱ ❲✳ ❚❛r❛♥t✐♥♦✱ ❛♥❞ ❊✳ ❯r❞s❤❛❧s✱
❉❛r❦ ♠❛tt❡r✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❏❈❆P
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❬✸✵✺❪ ❘✳ ❈❛t❡♥❛ ❛♥❞ ❚✳ ❘✳ ●r❛②✱ ❙♣✐♥✲✶ t❤❡r♠❛❧ t❛r❣❡ts ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❡❛r❝❤❡s ❛t ❜❡❛♠
❞✉♠♣ ❛♥❞ ✜①❡❞ t❛r❣❡t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❏❈❆P ✶✶ ✭✷✵✷✸✮ ✵✺✽✱ ❬❛r❳✐✈✿✷✸✵✼✳✵✷✷✵✼❪✳

❬✸✵✻❪ ▼✳ P♦s♣❡❧♦✈✱ ❆✳ ❘✐t③✱ ❛♥❞ ▼✳ ❇✳ ❱♦❧♦s❤✐♥✱ ❇♦s♦♥✐❝ s✉♣❡r✲❲■▼Ps ❛s ❦❡❱✲s❝❛❧❡ ❞❛r❦
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❬✸✵✼❪ ❙❊◆❙❊■ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ P✳ ❆❞❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ❙❊◆❙❊■✿ ❋✐rst ❉✐r❡❝t✲❉❡t❡❝t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ♦♥
s✉❜✲●❡❱ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❢r♦♠ ❙❊◆❙❊■ ❛t ❙◆❖▲❆❇✱ ❬❛r❳✐✈✿✷✸✶✷✳✶✸✸✹✷❪✳

❬✸✵✽❪ ❙✉♣❡r❈❉▼❙ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❚✳ ❆r❛❧✐s ❡t ❛❧✳✱ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❞❛r❦ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❛①✲
✐♦♥❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♣❡r❈❉▼❙ ❙♦✉❞❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ ✶✵✶ ✭✷✵✷✵✮✱
♥♦✳ ✺ ✵✺✷✵✵✽✱ ❬❛r❳✐✈✿✶✾✶✶✳✶✶✾✵✺❪✳ ❬❊rr❛t✉♠✿ P❤②s✳❘❡✈✳❉ ✶✵✸✱ ✵✸✾✾✵✶ ✭✷✵✷✶✮❪✳

❬✸✵✾❪ ❉❆▼■❈ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❆✳ ❆❣✉✐❧❛r✲❆r❡✈❛❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ▲✐❣❤t ❉❛r❦ ▼❛tt❡r
P❛rt✐❝❧❡s ■♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❊❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❉❆▼■❈ ❛t ❙◆❖▲❆❇✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ ✶✷✸
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✉❧tr❛❧✐❣❤t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✿ ◗✉❛♥t✉♠ ❜r❡❛❦ t✐♠❡s✱ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ P❤②s✳
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❬✸✶✽❪ ❘✳ ❏✳ ●❧❛✉❜❡r✱ ❈♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ✶✸✶
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❬✸✶✾❪ ❚✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥♥✱ ❏✳ ❆❧✈❡②✱ ❉✳ ❏✳ ❊✳ ▼❛rs❤✱ ▼✳ ❋❛✐r❜❛✐r♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ■✳ ❘❡❛❞✱ ❉✇❛r❢
❣❛❧❛①✐❡s ✐♠♣❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ 2.2× 10−21 eV✱ ❬❛r❳✐✈✿✷✹✵✺✳✷✵✸✼✹❪✳
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❢✉③③② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢r♦♠ ▲②♠❛♥✲α ❢♦r❡st ❞❛t❛ ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ P❤②s✳
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❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠② ❯❙ tr✐♣ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲✐t❤♦✉t ②♦✉ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ■ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣♦tt❡♥ s✉❝❤ ❛
♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦st❞♦❝ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛♥❦ ②♦✉ s♦ ♠✉❝❤✦
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ t❤❛♥❦ ♠② P❤❉ ❞❡❢❡♥❝❡ ❝♦♠♠✐tt❡❡✱ ♥❛♠❡❧② ❉✐❡t❡r ❍♦r♥s ✭❝❤❛✐r✮✱ ▼❛r❝✉s

❇rü❣❣❡♥✱ ❍②✉♥❣❥✐♥ ❑✐♠✱ ❛♥❞ ❑♦st❛s ◆✐❦♦❧♦♣♦✉❧♦s ❢♦r ❛❣r❡❡✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ♦♥ t❤✐s t❛s❦✳ ❙♣❡✲
❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ▼❛r❝✉s ❛s ♠② ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s♦r ❛♥❞ ❍②✉♥❣❥✐♥ ❢♦r ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝s
❞✐s❝✉ss✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② P❤❉✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ✐♠♠❡♥s❡❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛❧❧ ♠② ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✦ ■ ✇❛♥t t♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

♣♦✐♥t ♦✉t ❋❡❧✐① ❑❛❤❧❤ö❢❡r ✭♠② ✐♥♦✣❝✐❛❧ ❝♦✲s✉♣❡r✈✐s♦r✮ ✇❤♦ ✐s ❛s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❛s ❑❛✐ ✐s ❢♦r ♠②
❛❝❛❞❡♠✐❝ ❥♦✉r♥❡②✳ ❚❤❛♥❦s ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥❛✐✈❡ ❜❛❝❤❡❧♦r st✉❞❡♥t ✐♥t♦ ❛♥ ✏❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞✑
✭❜✉t st✐❧❧ ♥❛✐✈❡✮ r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ■ r❡❛❧❧② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❛t ②♦✉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝ts
t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ❏♦❡r❣ ❏❛❡❝❦❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡
❡①♣❡rt✐s❡ t❤❛t ❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
▲P❋ ❡①♣❡rts✳ ❆♥♦t❤❡r ❜✐❣ ✏t❤❛♥❦ ②♦✉✑ ❣♦❡s t♦ ▼❛r❝♦ ❍✉❢♥❛❣❡❧ ❛♥❞ ❋r❡❞❡r✐❦ ❉❡♣t❛✶ ♥♦t
♦♥❧② ❢♦r ♦✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❇❇◆ ♣r♦❥❡❝t ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ②♦✉r ❛❞✈✐❝❡ ✇❤❡♥ ■ st❛rt❡❞ ❤❡r❡
✐♥ ❍❛♠❜✉r❣✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ✭❧✐❦❡ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❉Ps✮✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ②♦✉r ❛❞✈✐❝❡ ♦♥ t❤❡s✐s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❋r❡❞❡r✐❦✬s t❡♠♣❧❛t❡✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ❜❡st ❢♦r ②♦✉r ❧✐❢❡
♦✉ts✐❞❡ ♣❤②s✐❝s✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✐ss❡❞✦
❆❧s♦✱ t❤❡ r❡st ♦❢ ❑❛✐✬s ❣r♦✉♣ ❞❡s❡r✈❡s ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ▼❛t❤✐❛s ❢♦r ♠❛♥②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ✐♥♣✉t ✇❤❡♥ ■ ✇❛s st✉❝❦✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❙❛r❛ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥②✱
♠❛♥② s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❡❡t✐♥❣s ✇❡ ❤❛❞ ❛♥❞ ②♦✉r ❡♥❡r❣② ✭❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✿❉✮ t❤❛t
r❡❛❧❧② ♠❛❦❡s ♦✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ s♦ ♥✐❝❡ ❛♥❞ ✭❛♥❞ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❛❧s♦✮ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛
❤✉❣❡ t❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ❈❛r❧♦✱ ♠② P❤❉ t✇✐♥✱ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✭♦✣❝❡✮ ❧✐❢❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡♥❥♦②❛❜❧❡✳ ❇❡ ✐t
♦✉r t✐♠❡ ❛t ❋❡r♠✐❧❛❜✱ t❤❡ ♦✣❝❡ ♣❛rt✐❡s ♦r ❥✉st ❛ ❣♦♦❞ ❡✈❡♥✐♥❣ ❛t ❍❡❛❞❝r❛s❤✱ ♠② ❧✐❢❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ❧❛♠❡r ✇✐t❤♦✉t ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ ♦❢ ②♦✉ ✭❛♥❞ ❑❛✐✦✮ ❞❡s❡r✈❡
❛♥♦t❤❡r ✏t❤❛♥❦ ②♦✉✑ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❤②s✐❝s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
◆♦✇ ✇❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ■ ✇❛s ❛❧✇❛②s ❛❢r❛✐❞ ♦❢✳ ❚❤❡r❡

✇❡r❡ s♦ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❡♥r✐❝❤❡❞ ♠② t✐♠❡ ❤❡r❡✳ ■ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❡①❝❡ss✐✈❡
♥❛♠❡✲❞r♦♣♣✐♥❣ ❜✉t ■ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐st ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ②♦✉ ✐♥ ♦♥❡ ✇❛② ♦r ❛♥♦t❤❡r✳
▲❡t✬s st❛rt ✇✐t❤ ♠② ♦✣❝❡ ♠❛t❡s✱ t❤❛♥❦s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✷❛✴✸✵✶ t❤❡ ✉♥❞✐s♣✉t❡❞❧② ❜❡st ♦✣❝❡ ✐♥
t❤❡ t❤❡♦r② ❣r♦✉♣✦ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ P❤❉ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ P♦st❞♦❝s ♦❢ t❤❡ ❙tr✐♥❣s ❣r♦✉♣
❜❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ❞❛② ✇❤❡♥ ■ ❛rr✐✈❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡ ❢❡❡❧ ❛t ❤♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ♠②
P❤❉✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ t❤❛♥❦ t❤❡ ❉❊❙❨ ❍✐❣❣s❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜♦❛r❞ ❣❛♠❡s ❣r♦✉♣ ❢♦r ♠❛♥②
❣r❡❛t ❤♦✉rs ❞✉r✐♥❣ ❧✉♥❝❤✱ ❝♦✛❡❡ ❜r❡❛❦s ❛♥❞ ❣❛♠❡ ♥✐❣❤ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦s♠♦

✶❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♥❛♠❡s ❞♦❡s ♥♦t r❡✢❡❝t ❛♥② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✿❉



✶✹✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❣r♦✉♣ ❞❡s❡r✈❡ ❛♥♦t❤❡r t❤❛♥❦ ②♦✉✱ ❢♦r ❣♦♦❞ ♣❤②s✐❝s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ s✐tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ O(100) ❉P
♣❛♣❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❏❈✱ ♦r ❣♦✐♥❣ r✉♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡❛r ❝♦♦❦✐❡ ♠❛st❡rs✱
t❤❛♥❦ ②♦✉ s♦ ♠✉❝❤ ❢♦r t❤✐s ❛♠❛③✐♥❣ s❡r✈✐❝❡✦ ❚❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛t ❉❊❙❨ ❦♥♦✇ ♠❡ ❢♦r ♠❛②❜❡ t❤r❡❡
❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r tr❛✐ts✿ ❊❛t✐♥❣ s✇❡❡ts✱ ❉Ps✱ ❛♥❞ ❢♦♦t❜❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❜✐❣✱
❜✐❣ ✏t❤❛♥❦ ②♦✉✑ ❢♦r ❛❧❧ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❡✈❡r ❥♦✐♥❡❞ ♦✉r t❤❡♦r② ❢♦♦t❜❛❧❧ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡
✇❤♦ ❛tt❡♥❞✭❡❞✮ r❡❣✉❧❛r❧②✮✳ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ t❤❡♦r② ❣r♦✉♣ ❛t ❋❡r♠✐❧❛❜ ❢♦r ❜❡✐♥❣ s♦
✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛❜ t❤❛t tr✐❡s ❤❛r❞ t♦ ♥♦t ❜❡ ✇❡❧❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ■ ♠❡t t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡s❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs✱ ❛t ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✱ s❝❤♦♦❧s✱ ❡t❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♠❛♥ ❞❡s❡r✈❡s s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✿
t❤❛♥❦ ②♦✉ ●✉✐❧❤❡r♠❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ❣❡♥✐✉s ✭❛t ❣♦♦❣❧✐♥❣ ▲❆❚❊❳st✉✛✮✳
●♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❉❊❙❨✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ ♣❡♦♣❧❡ ■ ♥❡❡❞ t♦ t❤❛♥❦✦ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ♠✉st

s❛② t❤❛♥❦ ②♦✉ t♦ ❋❧♦ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✺ ②❡❛rs ✐♥ ❆❛❝❤❡♥ s♦ ♠❡♠♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳
❲✐t❤♦✉t ♦✉r s❤❛r❡❞ s✉✛❡r✐♥❣✱ ■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ✐❢ ■ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡✈❡♥ ♠❛❞❡ ✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✜rst s❡♠❡st❡r✳ ❙t❛②✐♥❣ ✐♥ ❆❛❝❤❡♥✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ✏❍❛r✐❜♦✑ ❣r♦✉♣ ❢♦r ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣
t✐♠❡✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❣♦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛②✿ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✏❊✉r♦♣❛♣♦❦❛❧✑ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t♦ t❤❡
✏❆✉❣❡♥❦♦♠♠❛♥❞♦✑ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ ♠❡♥t❛❧ s✉♣♣♦rt t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② ❇❛❝❤❡❧♦r✱ ▼❛st❡r✱ ❛♥❞
P❤❉ ✭♣r♦❜❛❜❧② ✇✐t❤♦✉t r❡❛❧✐s✐♥❣ ✐t✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❢r♦♠ ❘❤❛❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡
✐♥❢❛♠♦✉s ✏❚❤♦♠❛s ▼ü❧❧❡r✑ ❣r♦✉♣✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦ ♦✉t t♦ ▲❛rs ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❢♦r s♦✱
s♦ ♠❛♥② ②❡❛rs✳✳✳ t❤❛♥❦s ❢♦r ❡✈❡r②t❤✐♥❣✦
❉❛s ❇❡st❡ ❦♦♠♠t ③✉♠ ❙❝❤❧✉ss✿ ▼❛♠❛ ✉♥❞ P❛♣❛✱ ❞❛♥❦❡ ❢ür ❛❧❧❡s✦✦✦ ❖❤♥❡ ❡✉❝❤ ❤ätt❡ ✐❝❤

❡s ♥✐❝❤t ❛♥s❛t③✇❡✐s❡ ❜✐s ❤✐❡r ❤✐♥ ❣❡s❝❤❛✛t✳ ❉❛♥❦❡✱ ❞❛ss ✐❤r ♠✐❝❤ ❜❡✐ ♠❡✐♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣❡♥
✉♥t❡rstüt③t ❤❛❜t✳ ❆❧s ✐❝❤ ❞❛♠❛❧s ♥❛❝❤ ❆❛❝❤❡♥ ❣❡③♦❣❡♥ ❜✐♥✱ ❤ätt❡ ✐❝❤ ❡s ♥✐❡♠❛❧s ❢ür ♠ö❣❧✐❝❤
❣❡❤❛❧t❡♥✱ ✐r❣❡♥❞✇❛♥♥ ♠❛❧ ❛♥ ❡✐♥❡♠ r❡♥♦♠♠✐❡rt❡♥ ■♥st✐t✉t ✇✐❡ ❉❊❙❨ ♠❡✐♥❡ ❉♦❦t♦r❛r❜❡✐t
③✉ s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛♥❦❡ ❢ür ❛❧❧❡s✱ ✇❛s ✐❤r ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ♠❡✐♥❡♠ ❆✉s③✉❣ ❢ür ♠✐❝❤ ❣❡❧❡✐st❡t
❤❛❜t✦ ❉❡s✇❡✐t❡r❡♥ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐❝❤ ✈♦♥ ❦❧❡✐♥ ❛✉❢ ❣❡♣rä❣t ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ♠✐❝❤ ❜✐s
❥❡t③t ✐♠♠❡r ✉♥t❡rstüt③t ❤❛❜❡♥✳ ❉❛s s✐♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ▼❛r❝♦✱ ❑❛r✐♥✱ ❖♣❛ ❏✉♣♣✱ ❖♠❛ ▲✉③✐❡
✉♥❞ ❖♠❛ ❆♥♥❡❧✐❡s❡✱ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ✈✐❡❧❡ ♠❡❤r✳ ❉❛♥❦❡ ❢ür ❛❧❧ ❞✐❡ s❝❤ö♥❡♥ ▼♦♠❡♥t❡ ü❜❡r ❞✐❡
✈✐❡❧❡♥ ❏❛❤r❡ ✉♥❞ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ✐❤r ③✉♠✐♥❞❡st ♠❡✐st❡♥s ❡✐♥ ❜✐ss❝❤❡♥ ■♥t❡r❡ss❡ ❣❡③❡✐❣t ❤❛❜t✱
✇❡♥♥ ✐❝❤ ü❜❡r P❤②s✐❦ ❣❡r❡❞❡t ❤❛❜❡✳



❊✐❞❡sst❛tt❧✐❝❤❡ ❱❡rs✐❝❤❡r✉♥❣✴❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦♥
♦❛t❤

❍✐❡r♠✐t ✈❡rs✐❝❤❡r❡ ✐❝❤ ❛♥ ❊✐❞❡s st❛tt✱ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ss❝❤r✐❢t s❡❧❜st ✈❡r❢❛sst
✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✉♥❞ ◗✉❡❧❧❡♥ ❜❡♥✉t③t ③✉ ❤❛❜❡♥✳

❙♦❢❡r♥ ✐♠ ❩✉❣❡ ❞❡r ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ss❝❤r✐❢t ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❑ü♥st❧✐❝❤❡
■♥t❡❧❧✐❣❡♥③ ✭❣❑■✮ ❜❛s✐❡rt❡ ❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✱ ✈❡rs✐❝❤❡r❡ ✐❝❤✱ ❞❛ss
♠❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✐♠ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ st❛♥❞ ✉♥❞ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❉♦❦✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❧❧❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❣❡♠äÿ ❞❡r ●✉t❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ Pr❛①✐s ✈♦r❧✐❡❣t✳ ■❝❤ tr❛❣❡
❞✐❡ ❱❡r❛♥t✇♦rt✉♥❣ ❢ür ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❑■ ❣❡♥❡r✐❡rt❡ ❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ♦❞❡r ✈❡r③❡rrt❡ ■♥❤❛❧t❡✱
❢❡❤❧❡r❤❛❢t❡ ❘❡❢❡r❡♥③❡♥✱ ❱❡rstöÿ❡ ❣❡❣❡♥ ❞❛s ❉❛t❡♥s❝❤✉t③✲ ✉♥❞ ❯r❤❡❜❡rr❡❝❤t ♦❞❡r P❧❛❣✐❛t❡✳

■ ❤❡r❡❜② ❞❡❝❧❛r❡ ❛♥❞ ❛✣r♠ t❤❛t t❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ♠② ♦✇♥ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❛t ■ ❤❛✈❡
♥♦t ✉s❡❞ ❛♥② ❛✐❞s ❛♥❞ s♦✉r❝❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

■❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡s♦✉r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❣❆■✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦✉rs❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ■ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ♠② ♦✇♥ ✇♦r❦ ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✲
❛❞❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■ ❛♠ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ❡rr♦♥❡♦✉s ♦r ❞✐st♦rt❡❞
❝♦♥t❡♥t✱ ✐♥❝♦rr❡❝t r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♣②r✐❣❤t ❧❛✇ ♦r ♣❧❛❣✐❛r✐s♠
t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❆■✳

❖rt ✫ ❉❛t✉♠✴P❧❛❝❡ ✫ ❉❛t❡ ❯♥t❡rs❝❤r✐❢t✴❙✐❣♥❛t✉r❡ ❏♦♥❛s ❋r❡r✐❝❦


