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Summary

Tnis paper gives a coherent survey of the differentiél and
integral cross sections for bremsstrahlung and pair produc-
t+sm at high energies. The formulas given can be used for
escimating the thin target spectra from high energy accele-
rators and provide basic data for analyzing the thick tar-
get spectra and the development of cascade showers. The cross
sections are given in three steps of approximation:

1. Born approximation for a pure Coulomb field

At high energies the Coulomb field is a poor approximation
because screening always must be taken into account. More-—
over, for heavy elements the Born approximation is not very
reliable, and Coulomb corrections become important. The for-
mulas of this section are of no use for applications but

serve as a starting point of the corrections given in sections
> and 3.

2. Screening corrections

The screening effect of the atomic electrons was treated nume-
rically by Bethe and Heltler using the tabulated form factor
of the Thomas-Fermi atomic model. The integrations over the
emission angles yield simple analytiéal formulas in the limi-
ting cases of "no screening" and "complete scfeening" only. In
between, for "intermediate screening", the cross sections for
bremsstrahlung and pair production are written in terms of the
functions ¢,(¢), ¢2(g ), and c¢( ¢ ) which are presented



graphically. As to the cross sections differential in energy
and one of the emission angles, no formulas at all can be

given.

For bremsstrahlung analytical calculations were carried out

by Schiff using an approximate "exponential screening potential"
V() = - —;— e~™", where 4¢ is an adjusted parameter. For most
purposes Schiff's formulas are sufficiently accurate. The cross
section differential in photon energy and angle is relatively
simple and has been used extensively for estimating the thin

target spectrum shape.

In Schiff's paper the formulas are quoted without derivation.
In this paper a derivation suggested by Olsen and Maximon is
used in which screening appears as a correction to the cross
section for a pure Coulomb field. The formulation is extended

to pair production.
Moreover, Schiff's exponential screening form factor is genera-

lized by introducing a second parameter which gives full agree-
ment with the Bethe-Heitler formulas.

3. Coulomb corrections

The Coulomb corrections were calculated in a series of papers
by Bethe, Maximon, Olsen et al. by replacing the plane waves

of the Born approximation by Sommerfeld-Maue wave functions.

In contrast to the Born approximation there are essential
differences between the differential cross sections for brems—
strahlung and pair production. These are due to the asymptotic
behavior of the wave funtions. For bremsstrahlung, the small
momentum transfers to the nucleus are modified by Coulomb cor-
rections, while in the case of pair production the large momen-
tum transfers are modified.



As screening @ffects small momentum transfers in either case,
screening and Coulomb corrections can be dealt with separately
in pair production. As to bremsstrahlung, both corrections
must be taken into account simultaneously, and the outcome is
a rather complicated formula. Fortunately, this applies only
to the differential cross section. After integration over the
electron emission angle, screening and Coulomb corrections are
independent for bremsstrahlung also. Furthermore, the corres-
pondence between bremsstrahlung and pair production cross

sections is reestablished.

For bremsstrahlung the integration of the differential cross
section is straightforward. In pair production, however, the
momentum transfer distribution cannot be handled without appro-
ximations. This requires separate integrations over small and
large momentum transfers. The result is completely analogous

to the corresponding bremsstrahlung cross section. The final
formulas given in this section contain both screening and

Coulomb corrections.

Finally, a correction must be applied for the bremsstrahlung
and pair production processes which occur in the field of the
atomic electrons. The exact treatment of these processes is of
outstanding complexity. As to the differential cross sections,
only rough estimates exist, and the formulas are quite involved
and will not be given here., In the total cross sections the
effect of the atomic electrons can be included approximately

by replacing 72 by Z(z2 + 1).

Conditions of validity

The Born approximation requires high enough energies, and the
Sommerfeld-Maue wave functions are suited for extreme relati-
vistic energies only; therefore we assume throughout this paper



E, E, k > me? for bremsstrahlung,

k , E1, E2 > m02 for pair production.

At high energies the average emission angles are extremely
small, and the small angle approximation is used. The contribu-
tions from large angles to the integral cross sections can be
neglected, but the differential cross sections are not valid
for angles > 5°,




1. Wirkungsquerschnitte in Bornsch%g N

a) Bremsstrahlung

Eramion, olufoueprualavd
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Es gelten der Energie— und der Impulssatz

et ;| Cuncage

> > > >

(1a.1) k= E-F, g,-ﬁ-p—k.

>
g ist der ans Atom libertragene RiickstoBimpuls. Das Atom wird
als unendlich schwer angenommen, so daB es keine kinetische

¥*:
Energie aufnimmt 7.

-
¢ sei der Winkel zwischen den Ebenen (5;, X) una (3, X).
Dann ist
oo p = 02 O,c00© + ik Oy pin@ con

R p = rin®d@d¢ | AR = 27 hin ©,d O,
Einheiten: Es wird m = ¢ = % = 1 gesetzt, d. h. es wird gemessen
Energie in me? = 0,511 MeV, Impuls in mc = 0,511 MeV/c,

"Lange in L, = R /mc = 3,86 - 10°" cnm.

*) Auch bei endlicher Masse des Atoms, M < oo, kann die mit dem
RilckstoB iibertragene Energie in sehr guter Ndherung vernach-
ldssigt werden. GroBenordnungsméBfig ist Ekin‘“ q2/2M. Wie noch
gezeigt wird, ist q = 1. MitM=1840.Atomgewicht wird Ekin<< 1<<
Eq.
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist (Bethe-Heitler—Formel)

(1a.2)

2
i_ i é& ["' F(’l’z)] dﬂrdﬂk

42 k,@.,9,¢ ‘u,)& Po R q‘l-
2.9 2,3

f, PITNCEN BE*-a%) + P ham e CA_o2

{(E.‘l(’-“”@.)" ( 1) (E- pee ©>2 (HES-9%)
2 pup Wi Oorin O coo P (HELE —q+ 20%) - 204 (prin?0, + p*in0) %
(Eo=Rocor ©5) (5 - pem©) ’

— )z"'n‘"'
Dabei ist ¢ = —Tﬁf— » 2 = Kernladungszahl, Ty = klassischer
1 «9

Elektronenradius = 2,82 « 107 3 em und

(1a.%) 9‘1“ f.‘+f‘+k‘-2f,ﬁcne,+.szme - .'Zf,r(cm@.w@u,ip@,biu@ m—:4>)

Der Atomformfaktor F(q,Z) beriicksichtigt die Abschirmung durch
die Elektronenhiille. Wir lassen die Abschirmung zunichst weg:
F(q,2) = 0.

Die Bornsche Ndherung setzt voraus, daB

avh < A av 2

kB, 4 AN .

(1a.4)
ist (B = v/c = p/E). Bei schweren Atomen ist diese Forderung nicht
erfiillt (fiir Blei ist z‘;’f
berilicksichtigt werden.

= 3,8); hier muB die Coulomb-Korrektur

Piir extrem relativistische Anfangsenergien ist B, 1. Nach (1a.4)
darf auch B8 nicht allzu klein werden. Dies ist der PFall, wenn das
Lichtquant nahezu die ganze kinetische Energie des Elektrons
Ubernimmt. Wir setzen B, > E >>1 voraus. Alle im folgenden ange-
gebenen Gleichungen gelten nicht an der hochenergetischen Kante
des Spektrums, wo E =1 geht.



Ndherung fiir hohe Energien

Bei hohen Energien gehen Elektron und Lichtquant nahezu in
Vorwdrtsrichtung; die mittleren Winkel ©,und @ sind von der

GroBenordnung 1/E0.

Mit
- A = A
E%= ,p'tu(, p=EVAi-m = lz(A——zEl) ,

2
MmO =0, mezA—_‘i—, E-fcm@::fE(,(q.E-le*)
und Vernachldssigung des q2 *) in den (.....) wird die {.....%
in G1. (1a.2)
=20 % E%
=2 2 ko 90 + E ©
fon 8= ACEET | T Ezomt | (1rETODT

— 1E,EO,®con b (LEE +RY) - RE(ELOL: EO)
- VA A+ E&OX) (A +E20%)

Wir filhren folgende Abkiirzungen eins

-
é}%.«-:"”
¥
E,.o, =k, EO©=2, O F MbER, ’
(12.5) A
,H—,u"'-g’ A+»"”z‘ ogg,z?g/i,
-E = & :" fe g" *‘¥)
E. ) Eo
Hiermit wird, wenn wir noch 2E E + x° = B 2 + E° und x2 = (E —E)2
o o o
einsetzen,
d2 - ?¢ df udu d
Rymy 0, ¢ 27 R q ¥
(1a.6)

{.’25 (utg+ 0%*) - gr?[.z(ua*)uuwd: - (A—e)‘(uﬂm‘)]% g

*) Wie noch gezeigt wird, ist q = 0(1) und kann neben E ,E S 1
vernachlidssigt werden. 3
. M -3

*%) Fir groBe u ist nach Gl. (1a.6) d2~2E » 4 Dasselbe gilt
fir v. Obwohl u £ EOT , v E¥ sein muB, kann bis u,v = 0
integriert werden; denn nur u,v = 0(1) liefern wesentliche
Beitrige zu d& . Vergl. hierzu Fig. 5 und 6.

*%%) Es kann nur die kinetische Energie des Elektrons ausgestrahlt

werden: 1€ E = E,-



Wir zerlegen den RiickstoBimpuls 'q> in

> ~b 'Z
%=%, *%n - i

Es ist
4, = R rint0, + p*hin'® - 2p,p hin©,hin© con
e ud+p¥- Jnvcenf,
(1a.7) G = PO, - per© - R

_Arud  Aemt _ Eg-En
25, EY3 1EE g

)

d=q,, LTI 0 25, E

Fir ¢ ¢ O ist mit u,v = 0(1) auch q, = 0(1). Wegen q,

Komponente in k-Richtung
Komponente senkrecht zur k-Richtung

= o(fﬁ—) <« A,

kann dann q2z q, gesetzt werden. Fir =0 und u = v w:er

q, = O , In diesem Fall ist wegen

E§-Eq g
A = Toret ~ ;
= % 3w
so daB fir beide F&lle die Gleichung

4 2
(12.8) q = g, +%z-

gilt.

Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Zur Integration fiilhren wir statt ¢ die Variable 2 ein1):

(12.9) Agpuoced = §+/?-.2§7—2.
Es ist

-g° A _$7
(1?,.10) 1 %, %7 ., g ¥, 2
Mit d = . dR

7-Ce-2)*+ 22(5em-252) - 2*
1) Olsen und Maximon, Phys. Rev. 114, 887 (1959).




und (1a.10) wird

— - _m)% dm d
(1a.11) dgk§ = H'_d_’i& [2(1+e*) - 28(§ 2)*] dgdrp 2 .
1500 a7 R (6'4‘*2)2}CCE'”Z)"""-ZQ(?'H?-AF?)—Qz
Fir ¢ =0 und ¢=7 ist %-o . Dies liefert die Integrations-
grenzen fir Q :

o= Ua(5,2) = §+7-287 F 2V§U-D20¢-2) .

Fir 7= ¢ =27 wird das Intervall @,= %=, noch einmal

durchlaufen. Wir beschrénken ¢ auf o= P =T und miissen dann

das Integral verdoppeln; dies ist in dem Faktor 4 in Gl. (1a.11)
bereits beriicksichtigt.

Wir integrieren iiber alle Richtungen des abgebremsten Elektrons,

u. z. zuerst iber », dann iiber @ . Die Grenzen fir 4 sind

Mpa= Ta(§2) = §+20-28) *-Z;/WT

2
In (1a.11) treten die Integrale #, -? und M, = QM)—,L

T
auf. Bs ist
P2

1—*

= mof/? " = -£ ‘% Hom-m
?7’(7-'?;)('&-01)' =Nt ? ((i“)(m_(,) 2 7 °.

Dies liefert
Boev, M= v?l{lg(A-g)+2[x—c§(x-g)]§

und
(1a.12) dakgi - '7-‘? dkfz['“e ‘(’EE(A‘E)] 282 [" Cg(4- f)]%cs.z D

Die Integration iiber 2, o=s%s 4 , 148t sich leicht ausfithren.
Wir wollen aber an dieser Stelle noch weitere (hier unnttige und
erst fiir die spidtere Behandlung der Coulomb-Korrektur niitzliche)
Variable x und y einfiihren:

82. 84. h 2 2_ =
(1a<13) Y o) e =< ) ) "2y £ 1,

X= A-Y = ) o= x 5 4-8%

2) Grobner-Hofreiter, Integraltafel, II. Teil, 2. Aufl., S. 93.
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42 w ol

(8% * = J-x W

Mit

= <
(13.14) O'Z&I?’x = 2* %;4-?82—#8?(1—?)_%[j-cg(,(_?)]g ::J-: d?‘

Es ist
. : A—cgz A-sﬂ.
2
(1a.15) 9% =-foas(,|-x)—)(‘° n-ﬂﬂ}cg -A
und g .
2 2| A A-8
(la16)  d°) 22 < S fatgu-0 x-S0 =4,

wobei in (1a.15) ein Glied O(d*) und in (1a.16) Glieder o(&%aé')
und O(8%) vernachlissigt sind. Hiermit erh&lt man

(12.17) dBg¢ = 24 ﬁg.{/ceg(/—g) - (4+e)‘_[7+e“- llegn-g)]?.gc&"golg )
Mit dem u von Gl. (1a.5) kann dies als
(12.18) d2g, = 4é %{/cs U= (+e)’=[Ave- 48?4,@]/2.%&:?{,‘“

geschrieben werden, in Ubereinstimmung mit einer von Sommerfeld3)
angegebenen Gleichung.

Die Integration iiber die Richtungen des ILichtquant in (1a.17)
ergibt mit QgU-p)dg =45
©

(12.19) d2p = 26 B (Uee’- L) (- Loy 8*- 4).

3) Atombau und Spektrallinien, Band II. S. 551.

- 11 -
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Gesamter Strahlungsverlust

Wegen d@h dk divergiert das Integral dek an der unteren
Grenze k = O. Dlese nInfrarot-Divergenz" ist eine Folge des bei
der Berechnung des Wirkungsquerschnitts benutzten Ngherungsver-—
fahrens (Iterationsldsung der S-Matrix, wobei nur die Glieder
niedrigster Ordnung mitgenommen und die Strahlungskorrekturen’
vernachléssigt werden); sie verschwindet bei der Beriicksichtigung

hoherer Ndherungen.

Die mit dem Auftreten unendlich vieler Quanten der Energie k= 0
verbundenen Schwierigkeiten werden vermieden, wenn man den Strah-

lungsverlust
2E.F
(1a.20) d*?k.’ i’;_.da,, (1+8 ){90% ngk

bildet. Mit k = E0(1 - € ) wird
A

- z=° A
bo - 15 [ (oot te> iy 255 - £0de.
A/Eﬁ
Die untere Grenze 1/E_ kann gleich Null gesetzt werden; dies

liefert einen Fehler C)(giééi) . Die Integration ergibt dann

(1a.21) 4>gh. = #5{1?'»125.—‘;%-

SEoRE
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b) Paarerzeugung

Res)aou
”)A.-;(u.«lb }:, &u?'g E,

¢~ Quod

’.\M\ow» -ﬁ, C«uo&;a 1)

Elo) 10w
> .
’hulfmfb )ﬂl) &ﬂ-c?ﬁ bl.

Die Behandlung der Bremsstrahlung 148t sich fast woértlich auf
die Paarerzeugung tibertragen. Energie- und Impulssatz lauten

- - - = > >
(1b.1) $=k,4+l-,‘, ‘&*k‘h‘ﬂ'
> >
¢ sei der Winkel zwischen den Ebenen (57, k) und (FE, k).
Es ist
Con Y= oo, w0, + MmO, hin@‘,ﬁ”*f,
A2, = rn©dedd, dR, = &7 riu 9, de,.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist

- dE,  [4-Fea ]
(1v.2) "354,9;,%,4) = '(aﬁ)" &P;{-* - 9" =

A bAM QA 4‘_ Q /P;‘thihd@.', I\LE l_ P2
| e (- 9) o RO (40 4)

2 fa By P Oposn By <o b (HELE, +9%- I6%) = AR (RirinO,+ plrin*e,) _7(
(Ba= pacom @) (5 000 @)

mit cos(d2)

(1b.3) 9'= 9@”+1of+4o:_ (A €= 2Ry Oy + & oy (0 B0 Oy 4 1im ©, ik Gy com §)

27l
AN {3,13_
folgenden stets E;>>1 una E2 >>1 an,

Die Bornsche” Ndherung setzt <« A voraus. Wir nehmen im

- 1% =
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Ndherung fiir hohe Energien

Piir hohe Energien sind die mittleren Winkel ©aa = o (%) >

Mit denselben Niherungen wie bei der Bremsstrahlung und den

Abkiirzungen
E,®, =M, Es.@a.’“’/; O = Mp E 00,
A A < A
(b4 Aend ) Trat =%, S ’
E!:,o( . o 5h-4A
E‘ ) R=A

wird (die Abschirmung ist weggelassen: P(q,2) = 0)

2% ESdE, mon wdw o
av &2 ‘%“

{Qd (n'g +o'p?) - g/y[.'z(xu"-)umgm{» + (,4+¢)"(u"+m")]? .

daEM“n”)'{’ ==

(1b.5)

Die RiickstoBimpulse sind ( L = senkrecht zur k-Richtung,
z = in k-Richtung)
g, = parin®, + Prin@y + 2y o, Him G pine Oy 00> ¢
e b pt s Quweos P,
(1b.6) Gy = R = fac00€,= £,° P

Avu® Avpt Exg+Erm $ 5
26, | 26, Y AXY) (“-’/_E_—-,?— R ?""’2))

8 !qlu-i..‘%z:w‘m’ k—f}\-fz z&% '06';-‘.) <‘A.

Entsprechend wie bei der Bremsstrahlung kann stets

(1v.7) q“,qf +§8_;

gesetzt werden.

Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Statt ¢ wird durch

(1v.8) —2?@M»w¢—?+7-2§.~7_2

die Variable 4 eingefiihrt. Wie bei der BremsSstrahlung ist
2 A
(15.9) R=diy, 47~ gt

2
32+ R T



SN

Die weitere Rechnung verlduft genau wie in 1a. Zun&chst erhdlt
man
(15.10) d3 4o grdE, [20+<®) + 24(g-2)*] dydpd?
° E‘ \ Q E em——
A2 aw £2 C&"+2)*’}/__7(§_Q)l+zg(‘+,?_2§2) _ %

Diese Gleichung ist von derselben Form wie (l1a.11); der einzige
wesentliche Unterschied ist das Pluszeichen in der [.....]. Zur
Integration gehen wir wie in (1a.13) zu

5 3* 2 e
(1b.11) ngzmg(%)' x.A-—y:(%)

iiber und erhalten schliefBlich
ExolEs

(1b.12) AZEA-QE ——R‘,‘—(A'Pu(&-t-%d)(-foﬁsz—-A),

Totaler Wirkungsquerschnitt

Zur Integration iiber E, setzen wir E,=&kR,
Mit o« =225  crgibt sich aus Gl. (1b.12)

d2 = 4 (4- Te +%e“){fqlk80-$}— ’—1—%‘*5-

Wir integrieren iiber O €% A und erhalten

= 4. B A0e
(1.13) 2= 4 %{f-%.zb-ﬁ-.

- .15 -
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2. Abschirmung

Thomas-Fermi-Atom

Bei Beriicksichtigung der Elektronenhiille ist die potentielle
Energie eines Elektrons im Feld des Atoms
et r3 e(P) ) ket

(2.1) V(k)=—T+e 'l_-d?—-——/_f_';’r -

CY

dabei ist Q(*U die mittlere Dichteverteilung der Elektronen-
 hiille.

Die Funktion ¢(#) kann am einfachsten (aber nicht sehr genau)
berechnet werden mit Hilfe des Thomas-Fermi—Modells*). Beim

neutralen Atom erhdlt man fiir ¢ die Differentialgleichung4)
3

(2 2) d_'z(I - ﬁ

: dx? Vx
mit den Randbedingungen

<P(X.,) = O "

2.3 ) =A % + x, > 0O .
( ) ) ‘()Cxo) -0 ’g“ Xo

Dabei ist
+ -égx
=
= /{’5’1 Q'o 2 L = 42‘
M 12,22 eV )

(2.4)

letzteres wegen Q. =

MmC

Eine analytische Losung der nichtlinearen Differentialgleichung
(2.2) mit den Randbedingungen (2.3) ist nicht mdglich.

*) Genauer, aber ziemlich umst&ndlich ist die Hartree'sche Methode
des self-consistent field. Bei der Hartree'schen Methode muB der
Atomformfaktor fiir jedes Z numerisch berechnet werden, wéhrend
sich bei der Verwendung von Niherungsldsungen der Thomas-Fermi-
Gleichung die Wirkungsquerschnitte in analytischer Form angeben
lassen. Der Unterschied ist nur bei kleinem Z wesentlich.

4) siehe Gombas, Statistische Behandlung des Atoms, Handbuch der
Physik, Band XXXVI.
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Die Entwicklung der Losung am Nullpunkt lautets) .
4
45
a A a3y, % A o3 & 34 a4 _4A vy, He
+<K*3§I3)x * e B X - (e 8 105GB)X Fo
Die Steigung der Anfangstangente ist

3 5 A,
GOy = A-Bx+ Ex_ L By /‘+§x3+,;3—3"x 4 -2y
(2.5) 3 3 °

(2.6) W) =-B = - 452200342 |

Mit (2.5) und (2.6) kann die Gl. (2.2) als Anfangswertaufgabe

numerisch gel@st werden: ¥(x) und ¢’(x) sind fiir o €£x<<A bekannt.

Wir verwenden statt der exakten numerischen Losung Ndherungsaus-
driicke fir (%) . Eine rohe Ndherung ist die exponentielle Ab-

schirmung
(2.7) Py = e

KX

Der Parameter 2¢ kann nach dem Ritzschen Variationsverfahren be-
stimmt werden; dies liefert **—i—é/l;?‘ 3,330 6). Wir werden im
folgenden %= 1,09 setzen (siehe Gl. (2a.10).

7)

Von Moliére wurde die Thomas-Fermi-Funktion durch

A X - =03X
@ +035e” !

'

-6
(2.8) € = 04 e vo,55e
[

approximiert; der FPehler in © %X £ 6 ist kleiner als 0,002,

@

 Atomformfaktor

In Bornscher Niherung wird der Wirkungsquerschnitt fiir Bremsstrah-
lung und Paarerzeugung durch das Matrixelement

.Q?
(2.9) M= Qv e de

bestimmt. Mit dem V(+) von Gl. (2.1) wird

o T > e N
(2.10) M=~ 2xizetfeerds(e ™ hindad - -__‘“;“ 0 ey pigye dt

5) Baker, Phys. Rev. 36, 630 (1930).

6) Fliigge-Marschall, Rechenmethoden der Quantentheorie,
2. Aufl., S. 262.

7) Z. Naturforschung 2a, 133 (1947). 17 -
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Tlir die exponentielle Abschirmung (2.7) ergibt sich

_ yi el C},a'

H = .
T e e

Dies liefert den Faktor

e rte [A—F( \})-‘12.
~ o %,
in den Gl. (1a.2) und (1b.2); flir die exponentielle Abschirmung
ist
¢ —
2 Y ac 3n
11 A-F@QR)| = ——— =

(2.11) [4- Faa @] e t-—a

F(q,2) heiBt Atomformfaktor. Fiir %+ o0 (reines Coulombfeld) wird
F(q,2) = 0, und man erh#lt die in Abschnitt 1 angegebenen Wir-
kungsquerschnitte.

StoBparameter

Der dem Teilchenbild entnommene Begriff StoBparameter hat in

einer quantentheoretischen Rechnung zunichst keine Bedeutung;

denn in Gl. (2.9) ist das Elektron durch ebene Wellen beschrie-
ben, und es wird iiber alle StoBparameter gemittelt. Man kann

aber fragen, welche r in Gl. (2.10) den Hauptbeitrag liefern.

Diese r sind von der GroBenordnung r = &. Fiir kleinere r sind die
Beitridge klein, weil sin qr klein ist. Fiir groBere r geht ®(+) o0,
und sin qr oszilliert. b = % kann also als StoBparameter gedeutet
werden: Prozesse, bei denen der Impuls g lbertragen wird, finden
im wesentlichen im Abstand b vom Kern statt.

Wir diskutieren die Verh#ltnisse bei der Bremsstrahlung; filir die
Paarerzeugung gilt entsprechendes. Der kleinste Impuls, der aus

Atom iibertragen werden kann, 1st g = d' . Dies bedeutet: StoB-

min
parameter, die grofier sind als

b A A AEE

st ‘&Mn ) &
tragen nichts zur Ausstrahlung bei. Durch die Abschirmung kann

der Bereich b =< bmax noch weiter eingeschridnkt werden.

- 18 =
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Wir bezeichnen als Atomradius a einen Abstand vom Kern, in dem
die potentielle Energie V(r) = ke ®(+) nahezu auf Null abge-
fallen ist. Die Elektronenhiille 1legt dann im Gebiet r £ a und
schirmt das Kernfeld fiir r = a teilweise, fir r > a vollsténdig

ab. Wenn aber V(r) = 0 ist, findet keine Ausstrahlung statt. In-

folge der Abschirmung tragen StoBparameter, die sehr groB gegen
a sind, nichts zur Ausstrahlung bei.

Man unterscheidet die PF&lle

1.) bmax<z'a: keine Abschirmung. Die Elektronenhiille
hat keinen EinfluB auf die Ausstrahlung, und es
gelten die in Abschnitt 1 angegebenen Formeln. Mit
wachsendem E wird bmax und damit auch der Wirkungs-

querschnitt groBer.

2.) b g™ at teilweise Abschirmung.

3.) bmax>> a: vollstdndige Abschirmung. Mit wachsendem
Eo wird zwar bmax grofBer, aber die neu hinzukommenden
StoBparameter sind vollsténdig abgeschirmt, so daB
sich der Wirkungsquerschnitt nicht mehr #ndert.

Beim Thomas-Fermi-Atom ist der Atomradius a ~ U = ﬁgk ; denn

fiir ®x=4 ist nach Gl. (2.7) %(x) auf den e-ten Teil abgefal-

len, und ®x =4 bedeutet r -% = ’;3._. . Die Abschirmung ist
also nur von EinfluB fiir
3/n’
(2.12) q = ,4:;/»; << A.
" 3 ..
Fiir vollsté&ndige Abschirmung, q << oy erhdlt man die richtige

A

GroBenordnung fiir den Wirkungsquerschnitt, wenn man & =

1Y 4
durch %:'c :3# ersetzt. Das - log &% in Gl. (12.19) it dann

A3k

zu ersetzen durch 2 log —3 . Die exakte Rechnung fiir das Thomas-

Fermi-Atom liefert bei vollsténdiger Abschirmung8

(2.13)  dBg = 44 2 ;(A+e—~e))?o%"?%- L4

8) Bethe, Proc. Cambridge Phil. Soc. 30, 524 (1934); Gl. (54).

- 19 -




- 19 -

Wirkungsquerschnitte

a) Bremsstrahlung

Da die Abschirmung nur fiir ¢ << 1 von EinfluB ist, kann sie nach-
trédglich als Korrektur berechnet werden. Die in Gl. (1a.11) zu
addierende Abschirmungskorrektur ist

Fort. = 2
(2a.1) d&k,g,qlﬁ = g [4- Fa]”- '@ dg*n?/?:?

Dabei kann

(2a.2) [4-Feol® = [4- F(55= )]
_ 2
gesetzt werden. Zundchst ist némlich nach Gl. (1a2.13) q,“= worr O
2 2 .2 §2Y

Aus 1 > q2 > g5 = u +v" - 2uv cos¢ folgt dann §=7% ; vergl.

hierzu die Herleitung von Gl. (1a.8).

Die % -Integration in (2a.1) wird durch den Faktor (2a.2) nicht
beriihrt, und man erh&lt

Mot
dak&l" = 5["— ch‘)]'z_4§dgkl§/"

mit da)gsl aus Gl. (1a.14). Der Faktor [A-FCQ)]'Z-—A? ist nur
fiir q << 1 wesentlich von Null verschieden. Nach Gl. (1a.13) ist
dann A_ = gngq <A , und das Glied mit ==

wesentlichen Beitrag zu dZR‘x . Die zu Gl. (1a.14) zu addierende

liefert keinen

Abschirmungskorrektur ist also
(2a.3) dzhx - 24: Ik [eet-hegu-p]ds- §[1-Foa]®- 4§ 29X .

Bei der Integration iiber x wird
1-82

&2
d 9*- ( )
(2a.4) (g) 9{0 Faa)]- A3 X% =~ 2 ?{[4 Fao] =43 —E= dg-
8/§
Die obere Grenze des g-Integrals ist %— = 1; sie kann gleich oo
gesetzt werden, weilf[‘A-F(a)]z-/'% fiir q & 1 praktisch gleich Null
ist. .

- 20 -
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Addition der Abschirmungskorrektur zu (1a.17) ergibt
(2a.5 )dak&- 2$%—§Mega-g)-(ﬁe)¢_ [A+&*- ueg(A-g)]fﬂoga"_ /‘;(-‘é—\)]g ofg.

Die nachtridgliche Berechnung der Abschirmungskorrektur unter
Benutzung von §«% stammt von Olsen und Maximon”. Unser k(—g—)
unterscheidet sich von dem beil Olsen und Maximon definierten
};(%) um den PFaktor 2.

°

Fiir die exponentielle Abschirmung wird mit dem D— F(q()]z von.
Gl. (2.11)

(22.6) ’5(%) =—9°%(4+E§§f .

Hiermit wird aus Gl. (2a.5)

(2a.7) d&, = 2% ‘%’{JG%(J—E)-G@H [1+e% #ega-5)] foa HCYE A,
wobei

gttt gl ¥E oM
(2a.8) TR T Gl SRl

ist. Mit u als Variable lautet (2a.7)
(2a.9) d%*‘“ - hé ‘%’gxcegau‘— Geedt + [A+e®- A‘eg‘%‘]i’o% H(g)%g",udu.

Diese Gleichung wurde von Schiffg) angegeben; er setzt

LA
(2a.10) c-ﬁ, AAd .

Dies entspricht einem 2¢= 1,09. Die von Schiff geforderte Bedin-

3
gung M = Eo@oi yi

dig.

—
A’:’ fiir den Emissionswinkel ist nicht notwen-

Bei der ?—Integration in (2a.7) treten die Integrale
A
2
S)i’o%ﬂ(i)dg = Qoq M(4) -Imda‘\% +2
und

A
(30- 9 ticoralg =4 log HC) - ﬁ foq (A+02) — ﬁ; arcly & + 319} i

9) Phys. Rev. 83, 252 (1951). - 21 -




- 21 -

auf; dabei ist
4 2, % g2 g ¥
2a.11 —_— = = 2 =l T
(2a.11) o ¥ =80, & T

Hiermit wird

(2a.12) d2g = -'I.$%{(A#ea-%e)[fogﬂ(d)—%W%ﬁ +4]

Uy o2
+ 8[-2'7 Qo%(,{o-ﬂ.") + ———(;'&?) QM‘J%% —3—:‘ + —;‘—]? o

Diese Gleichung stammt ebenfalls von scniff?). Der Summand gf--]
ist fir b = o0 gleich %f , f811t mit abnehmendem b monoton und
kann fiir b < 3 weggelassen werden. Fir b > 0 (keine Abschirmung)
geht (2a.12) in Gl. (1a.19) iiber. Fiir vollsténdige Abschirmung,
b >»> 1, wird ;
<

d2g = t+$i§{(x+e‘-§e$ 9%%;,— + —&%
Der Vergleich mit (2.13) liefert den von Schiff angegebenen C-Wert
(22.10). Die Schiff-Formeln (2a.9) und (2a.12) geben die exakten
Wirkungsquerschnitte fiir das Thomas-Fermi-Atom bei keiner Abschir-
mung und bei vollstiéndiger Abschirmung. Bei teilweiser Abschirmung
sind die durch (2a.12) gegebenen Werte fiir die Frequenzverteilung
zu groB; der Fehler betrdgt in ungiinstigen Fillen (bei groBem Z)
bis zu 4 %.

Zur Verbesserung der Schiff-Formeln wurde von Olsen und Maximon
statt der exponentiellen Abschirmung (2.7) die Moliérsche N&herung
(2.8) benutzt, siehe1), Gl. (6.31) und (8.15). Dies ergibt Formeln,
die genau die Werte der Rechnung von Bethe und Heitler liefern,
aber sehr unhandlich sind.

Eine einfache Formel, die in guter N&Zherung die Bethe-Heitler-Werte
liefert, erh#lt man, wenn man nicht @, sondern[]—FYﬁﬂadurch ge-
eignete Niherungen approximiert. Eine solche N&dherung ist

2 “
(2a.13) [1-Fw]* = 4 = —2

LmA ( @i-a“" ‘l")a
mit
2 3R’

(2a.14) %, =0,52 , ma'-'\’.'g, (’5;: YY)

1Q) Proc. Roy. Soc. A 146, 83 (1934). - 22 -
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Der Ansatz (2a.13) ist eine Erweiterung von (2.11), so daB die
Schiff-Formeln iibernommen werden konnen. Die 9,5 wurden durch
Probieren gefunden. @®(x) ergibt sich aus (2a.13) durch Fourier-
umkehr (siehe Gl. (2.10)) zu

/ .
C0o = X Y-}/ “‘ (xh. TanyT hhewx de .

In den Fig. 1 und 2 sind () und [A- F@I* nach 6l. (2a.13)
im Vergleich mit der exakten Thomas-Fermi-Kurve und der Schiff-
schen Ndherung angegeben.

Mit dem Atomformfaktor (2a.1%) wird

(2a'15)d3‘ku‘ 45%{,{653 - (A+E) + [,44-52 beg y‘] 270‘1“ (g)ig 1du

mit
: o
(2a.16) 2 L8 it @;«J'C%, C, = 233, C, = 52,6.

M ()

&

Entsprechend ist die Gl. (2a.12) zu verallgemeinern. Das Resultat

kann in der Form
(2a.17) ddy = ;-‘%{(1*6")%—%5%?

mit

4
¢ = 2~ khogd - %{f%c‘*ﬂf‘)“'éw‘\gé%

(2a.18) 2 3 .
@, = ‘_;.—-42913 —é:{(J+E)9¢%(A+Bi4)+r;W%ﬂg—rﬁ_—?

geschrieben werden. Die Schiff-Formeln erh&lt man, wenn man 01 =

02 = 111 setzt.

In der Schreibweise von Bethe und Heitlerm) ist

(22.19)  d2p = & 9B JCe G- L ogR] - L& [0 £ hy ]

dabei ist

Aoo good

8= Ek;/“' Yy

(2a.20)

- 23 -
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Keine Abschirmung bedeutet
Die Funktionen ¢,

net; sie sind in
11)

¢ 5> 1, vollstdndige Abschirmung ¥ = O.
3(¢) wurden von Bethe und Heitler numerisch berech-

in Kurvenform angegeben. Nach Butcher und

Messel konnen sie approximiert werden durch

$,(3) = 20,36k - Huo3 ¢ + 4456 ¢* . vas
7 = O”35
(2a.21) &, () = 20,209 - 2,625 - 0,459 ¢* Yo g= o
$,(8) = 4 (8) = 49,80 - U 134 Rog (¢ + 0,695) Yo ¢ > o435
Aus den Gl. (2a.17-20) folgt
ba () = Fiq + Lloq 2, L= 222

g
—‘H?o%én\ -‘f'ﬂnc\ﬂ.oo—#ﬂoaﬁ-%ﬂo%k.

Hiermit 148t sich die Genauigkeit der angegebenen N&herung ver-
gleichens

¢ o o4 086 A2 Aes 2 3 5

¢,,Bethe und Heitler*) 20,84 19,28 49,00 Mo 622 4564~  —
Butcher und Messel | 20,88 49,43 A905 Arog 4623 4565 4433 4252

nach Gl. (2a.18) 20,22 A935 Mag Aok 4625 45,63 4433 42,52
Schiff 20,83 M54 42,36 AN 4652 A5 9% A4SE 426k
¢, ,Butcher und Messel | 2024 A9M 05 M08 J63 Ases M43 4252
nach Gl. (2a.18) 20,05 MAL  as Arok A6 A5ho  Atuo A25E
Schiff 20,6 Aduy 4338 MMy 16,6A 1600 A4S5S A26K

Zur Berechnung der Frequenzverteilung ist die Bethe-Heitler-Formel
(22.19-21) bequemer als die Gl. (2a.17-18). Da es aber bei Bethe
und Heitler keine Formel fiir den auch im Photonwinkel differenti-
ellen Wirkungsquerschnitt gibt, muB zur Berechnung von de,,‘,‘

die Gl. (2a.15) benutzt werden.

11) Phys. Rev. 112, 2096 (1958) und Nuclear Physics 20, 15 (1960).
* ) siehe Olsen und Maximon1 , Tabelle II.

SN
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Gesamter Strahlungsverlust

¢$h = §~§;d2g kann aus (2a.19) berechnet werden, wenn man die
@a(*) von Gl. (2a.21) einsetzt und § als Integrationsvariable
benutzt. Dies liefert jedoch sehr lange Formeln, so daB eine nume-

rische Integration bequemer ist.

Durch die Abschirmung wird insbesondere die Zahl der weichen Quan-
ten stark reduziert. Nach Gl. (1a.20) divergiert dég, wegen des
log 2E<F  fiyr ¥ > 0. Diese Divergenz verschwindet infolge der
Abschirmung. Pir kX -0 geht ¢ -» 0, und dies bedeutet vollsténdige
Abschirmung. Nach Gl. (2.13) ist dann d4§k.' %&‘izk endlich.

b) Paarerzeugung

Die Wirkungsquerschnitte fiir Bremsstrahlung (1a.11) und Paarer-
zeugung (1b.10) unterscheiden sich durch
e s st

(2b.1) il

g —> — .

Hiermit ergibt sich aus Gl. (1a.12)

d2d

das’ ‘ - 24’ Ea dh §20+‘ +“d§(l-§)]+'9‘22[" ‘g(l‘ g)]g(‘84+2)1'

$.2

Die weitere Rechnung verl&uft genau wie bei der Bremsstrahlung.
Die Schiff-Formeln (2a.9) und (2a.12) lauten

(20.2) d2g, , = 4§ Eatad-oug'ul- G-t ¢ [lut e be'u] oy e} gl

mit -
3
- &g, pe iR

H(ﬁ) o

und
(2b.3) da;‘,a&éﬁgﬁudugqpﬂH(n__ﬁ_md%mu]
| 2 #(2-82)

~ o [ Rog (1449 + T onda - o5 s]?

- 25 -
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mit p 83(,{ 9‘&) 2 §/E?
— . + B c—
M ! sc

6) gemeint ist. Die nach
mit (2b.1) leicht aus
daB wir sie hier nicht

wobei jetzt natérlich das & von Gl. (1b.
(2a.13) verbesserten Formeln lassen sich
den Bremsstrahlungsformeln entnehmen, so

anzugeben brauchen.



3., Coulomb-Korrektur

Statt durch ebene Wellen (= Bornsche Ndherung) wird das Elektron

beschrieben durch Wellenfunktionen vom Sommerfeld-Maue-Typ12’ 13):

e
T TR T YR )

Dabei ist

-3
of = {“4,“;,“3% = Dirac-Operator
u(ib: Spinor fiir die ebene Welle
P = konfluente hypergeometrische Funktion
und
(3.2) a = 2/137.

Mit der Wellenfunktion (3.1) wurden von Bethe und Maximonqs)

die differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir Bremsstrahlung und

Paarerzeugung berechnet. Die Integrationen wurden fiir die Paar-

erzeugung von Davies, Bethe und Maximon14), fiir die Bremsstrah-

15)

lung von Olsen und Maximon ausgefihrt.

Die Wellenfunktion (3.1) liefert eine Entwicklung der Wirkungs-

querschnitte nach Potenzen von % = T?%“Ew Wie bei der Bornschen
Ndherung ist also weiterhin B =1, E>>1 vorausgesetzt, nur die

in (1a.4) geforderte Beschréankung auf kleine Z f&#1lt weg. Die
Fehler sind hochstens #= 1 %, wenn bei der Bremsstrahlung
E > 50 MeV und bei der Paarerzeugung E1 5 > 50 MeV ist.

b

a) Bremgstrahlung

Wir lassen die Abschirmung zunéchst weg. Zur Beriicksichtigung
der Coulomb-Korrektur ist der Bethe-Heitler-Wirkungsquerschnitt
(1a.2) mit dem Faktor

12) siehe Rose, Relativistic Electron Theory, S. 237.
13) Phys. Rev. 93, 768 (1954); zitiert als BM. )
14) Phys. Rev. 93, 788 (1954) ;zitiert als DBM.

15) Phys. Rev.114, 887 (1959); zitiert als OM.
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(3a.1) R(x) = (-rr—f?—“—)zfy'z(x) + azyzh/z(x)?

(siehe BM, Gl. (8.20)) zu multiplizieren. Dabei ist

&3. a 2 .
Y= Fage z(%_’*_) , x=A—y=:(%£ (siehe Gl. (1a.13))
(3a.2)
V(x) = F(-La, Lus Ay x) (F = hypergeometrische
Funktion)
W(x) = a{‘;%’—‘:— = F(A-ba, drca; 25 x).

Der Paktor (3a.1) gilt auch fir die Bremsstrahlung durch ein
Positron. Die Wellenfunktionen fiir Elektron und Positron unter-
scheiden sich zwar durch das Vorzeichen im Parameter iak der
konfluenten hypergeometrischen Funktion, in (3a.1) jedoch ver-
schwindet dieser Unterschied, wenn der Endzustand, wie voraus-
gesetzt, extrem relativistisch ist.

Die Punktionen V(x) und W(x) haben die Potenzreihenentwicklung

-]
m o0

(0.3) VO =E aemzx T W = = e

mit
Ry = Co =4

(3a.4) G, = a¥(AL+a?)(2%+a) o (-0t sad) ? Yo oz
Cp = (At+ad)(2t+a?) (mi+a?) '

V(x) konvergiert fiir 0 € x = 1, W(x) fir 0 € x < 1. Fir x =1

konvergieren die Reihen (3a.3) sehr langsam; hier werden zweck-—
*

méBig die Entwicklungen

Ve = (ﬁﬁ?‘{““z Ms—fﬁ‘mf@r?“s(hv)]ow)“‘?

”m

Weo= BTe = S [y g (amsd] (4"

M=o (m !)2.

(3a.5)

penutzt. Die Can sind in (3a.4) angegeben. Fir @~ und K“ gelten
Rekursionsformeln: :

%) giehe Erdélyi, Higher Transcendental Functions, Ba. II, S. 110,
Gl. (12). Die dort angegebenen B. und $x lassen sich mit Hilfe
der Funktionalgleichung der ¢ -Funktion und der Darstellung

K
A -
¢y =~ C + (h"‘)é;m , C =0,58Kk25 ..

in die Form (3a.6) bringen.



- 28 -

Bo= 4-24CR), fo = — 28002
B . (MmeA) £ (M+2) - 2 (m+A)
Baea = Bm (M DHMe2)  (meAd2 o
a 2,CmeA)
(38..6) %M+A= %M+ meA - (meAdd 4 o
L A a*

R(=)

a

_é(—aa‘)m f’i(zr«wﬂ)— 4?

—_— e 2
wzas m(mieat)  jral

¢
- azf 4, 620206 -0,03¢3a’ + 0,00 230~ 0,002 0%,
A+ad )

0

g(z) = éE; n~? bvedeutet dabei die Riemannsche Zetafunktion.
e

In Pig. 3 sind die Funktionen V(x) und W(x) fiir Blei, in Fig. 4
ist die Coulomb-Korrekturfunktion f£(Z) angegeben.

Im allgemeinen ist Gy, << 6 . Nach Gl. (3a.2) ist dann y << 1 und
x = 1. Flir x 2= 1 ist nach (3a.5)

Bipm T dinva
(3a.7) V(u)ziitr, W(x)x__%_fze(h)+!?e%yg~
Das yW(x) in (3a.1) ist dann O(ylogy) und kann vernachléssigt
werden. Mit R(x) = 1 ergibt sich der Wirkungsquerschnitt von
Bethe-Heitler.

Abweichungen von der Bethe-Heitler-Formel treten auf fir q, = 0.
Damit ist x = 0, und der {irkungsquerschnitt ist kleiner als bei
Bethe-Heitler.

- Flr q, = 0, q <1 wird auch die Abschirmungskorrektur wesentlich.
Zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts milssen Abschirmung und
Coulomb-Korrektur gleichzeitig berlicksichtigt werden; die Multi-
plikation mit dem Abschirmungsfaktor E - F(q)]2 ist nur in
Bornscher Ndherung erlaubt. Die Rechnung von Olsen, Maximon und

Wergeland16 liefert folgendes Ergebnis:

16) Phys. Rev. 106, 27 (1957), Gl. (7b.13); zitiert als OMW.
Vergl. hierzu auch Koch und Motz, Rev. Mod. Phys. 31, 920
(1959), Formel 1CS.
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In der Bethe-Heitler-Formel (1a.2) ist [1 - F(q)]2 zu ersetzen
durch

y ©0 ©0 2 F‘/—f
B = %/g?d? BA(‘?‘h) S) y /J,(?y)[/‘ €47 G )] d

(33..8) 74-4.%&

et g

wobei ho und hA Besselfunktionen sind. Zur Berechnung des Wir-
kungsquerschnitts ohne Abschirmung darf, wie in OMW diskutiert
wird, das FP(x) nicht identisch gleich Null gesetzt werden.

Wir zeigen, daB B flir a = o (nur Abschirmung, keine Coulomb-
Korrektur) in den Abschirmungsfaktor [? - F(q)]z, fiir P(q) = 0
(nur Coulomb-Korrektur, keine Abschirmung) in den Bethe-Maximon-
Paktor R(x) von Gl. (3a.1) iibergeht.

Flir die exponentielle Abschirmung wird mit dem [H - F(q) 7 von
¢1. (2.11)17)

gé&;f‘_'"fﬂax - QMA K. (3P

p +X
und
o0
2 A-F 2l (9y)
(0 ls,cey)[ ez g) YOy« of%a K, (3 par )
i y2+q3 pLegg +v?
KO und K1 sind die modifizierten Besselfunktionen. Hiermit erh&lt

man
*B*%92) | 0 Lo Ko
(3a.9) ’B-q‘—«;z—gﬁl ??’L(ea)if(?)’(% +qi ) e ?g ’

Tz 25 0 cnglhh ateh @it o)

0 h, K,(g/pt+q%)de = A
?? (?9,_) (9{‘ 9, )d¢Q V/Eq,:((&‘ﬂ‘)

der Abschirmungsfaktor

¢
A= FCa]t - —2
B > [4- FCay] ot

17) Watson, Theory of Bessel Functions, second edition, S. 425,
Gl. (5) und (4).

18) Watson, S. 410, .Gl. (2) mit Kq(z) = K_1(z).
- 30 -
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von Gl. (2.11). Fiir F(q) >0, B> 0 ist

Ko (gf) = = 905—*—%@— , 8= Angioka ..

so dal
4,2
B"qqi

-2 L
= gr ?A * }IAC?Q-L)KA(?‘});)d?

o—O§

19)

wird. Es ist

00

A-tia Y, T-iad T(2-4a) _ N
?? MA(QQ.L)KA(?("KE)d? = I T 3 2in "(A—LQ)Q-Lﬂj-Zi‘i':—)
° 2 qh ak
it |T(4—Lmﬂ2’= L , der Transformationsformel

’r}(un_fl.
Fa,®; e =(U-RY " Fla,c-8;0; 22 )
2

und —gf_ = X erh&lt man

8= (+22)" | Gu-ioy Flt-s ia; 2,0

Gamw o
Die relatio inter contiguas
(- 3F (644 0, ced; ) = ¢ Fla,b,¢;») - a(4-RYF(avd, btd; ctd; ko)
liefert schlieBlich den Bethe-Maximon-Faktor (3a.1)

Die allgemeine Integration der Bethe-Heitler-Formel (1a.2) mit
dem Faktor (3a.8) ist nicht mdglich, aber auch nicht ndtig. Nach
der Integration iliber die Richtung des austretenden Elektrons
(nach der'?—lntegration) konnen Abschirmung und Coulomb-Korrek-

tur getrennt berechnet werden. Wie von OlsenZO)

gezelgt wurde,
liefert die Berechnung des Wirkungsquerschnitts mit Coulomb-
Korrektur und anschlieBende Addition der Abschirmungskorrektur
(2a.3) dasselbe Ergebnis wie die Integration mit dem beide Korrek-
turen gleichzeitig enthaltenden Faktor (3a.8). Wir werden diese
Verh&ltnisse bel der Behandlung der Paarerzeugung noch genauer

diskutieren.

Der Faktor (3a.1) ist unabhingig von 7 und € - Die Integration
iber 7 kann wie in 7la. ausgefilhrt werden. Die G1. (1a.14§¢%§% dem

Faktor (3a.1) multipliziert. Statt (1a.15) ist Q%’-fildx zu
19) Watson, S. 410, Gl. (1).
- 31 -

20) Phys. Rev. 99, 1335 (1955).
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berechnen. Die Integration gelingt mit Hilfe der Differential-
gleichung fiir V(x): :

(3a.10) (A—x)%(x% = a’l.

Mit (32.10) und 3 = a®W wird

o) 727(V"+m"y"k/"‘) = <—4TV;- + a'th/") - (Ve W)
Qe

= ‘%(XVW) -c—fl;- xV‘—x"‘(A—x)a‘W"].

Es ist also

4-8% A-8%

S‘)g’_:(_:)d ( ) [XVW sz+xz(l°X)¢zWa‘]/° = -9.‘82—,{-2?(7!),
(-]

letzteres wegen (3a.7); dabei sind Glieder O(<§|2 logé‘) vernach-
lassigt. ‘

Der (1a. 16) entsprechende Summand 8"?3 ‘:S:) dx liefert nur fiir

1 - x = 8 , X = 1, einen wesentlichen Beitrag. Dann ist

R(x) = 1, und wie in (1a.16) ist

"f?(x)
3¢ S’( dx = 4.

“A=x)2
; : . *)
Hiermit erh&lt man
d ¢ 3 ey (a-amy-2efi- o
(38.12) Bpg = 24 - (1429 (3-27) 2efa-4gu-pT] G2
mit

T= feqd + 2+ ().
Addition der Abschirmungskorrektur (2a.3 und 4) ergibt

(32.13) T= %ﬁqsa- ’((%)] + 2 +{02).

Mit a4 als Variable und dem Atomformfaktor (2a.13) wird schlieB-
lich

(3a.14) d_ak,u = 43%?(“8")(’3‘27') - 2&[3(-4{‘#"‘7"]? g“‘,uol,u

*) Die Gl. (3a.12 und 13) sind in OM, Gl. (7.2) angegeben. Man be-
achte, daB8 T undX&(d /¢) dort anders definiert sind. );(é‘/ ) wird
von OM mit Hilfe der Moliérschen Naherung (2.8) berechnet.
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mit
> “epie® YR - 233, C, =536
=%%Q°%(A‘ +{3’*§)+2+Q02))@L'?;; =23 ,06 2
(3a.15) % P A y
S Tremw ST TR AmRO ST InE

£ (2) wird nach den Gl. (3a.6) und (3.2) berechnet.

Die G1l. (3a.14 und 15) enthalten die Abschirmung nach dem
Thomas—Permi-Modell und die Coulomb-Korrektur. f(Z) = 0 bedeutet
Vernachlidssigung der Coulomb-Korrektur, B; = 0 Vernachléssigung
der Abschirmung. C,4 = Cy, = 111 gibt die exponentielle Abschir-
mung nach Schiff.

Die §-Integration wird wie in 2a. ausgefihrt und liefert
(3a.16) dég = }:df:{(ue’*)[‘f;—w()z)]—%e[g—#f(rz)]g

mit den cﬁ,z von Gl. (2a.18) oder _
(3a.17) dég =$%’3§(A+e")[¢,m—-‘;-!Ie%}z—‘#f(?z-)] - 2e[@)-Ln)z -4(202)]{

mit § von GIl. (2a.20) und den <#1 2(g~) von Gl. (2a.21). Fir voll-
9
stédndige Abschirmung ist

dag = l/-; %{(1+84—%£)[203 ;/95,3 —{?(!2)]4— %% .

Die Coulomb-Korrektur ist kleiner als nach der Gliltigkeitsbedin-

gung flir die Bornsche Néherung (1a.4) zu erwarten ist. Flr Blei
ist £(2z) = 0,33 und log 45> = 3,7. Selbst in ungiinstigen Péllen
(groBes Z, vollsténdige Abschirmung) betrdgt die Coulomb-Korrek-

tur nur 10 %.

In den Fig. 5 bis 8 sind die Wirkungsquerschnitte flr Blei ange-

geben, u. z. in

. £ Jaku s
Fig. 5 und 6: _—— fir E. = 6 GeV
& 3 didu 0
Fig. 7 %—%:— fir B, = 1 GeV und 6 GeV
Fig. 8: 4’%{ = %S}_&_ dag ; hier wurde numerisch integriert.
¢ 3
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d2 e,
Man beachte, dafB %?-g;;ﬁ- nicht die differentielle Intensitét

des ¥ -Strahls pro Einheitsraumwinkel ist. Diese ist wegen
dRg = pin @, 4O, A ~ mas proportional zu

daku k dgk.k

P —0

dR a2y T dke udw

Die Kurven sind in Pig. 9 (Ordinate in willkiirlichen Einheiten)

angegeben.

b) Paarerzeugung

Wihrend bei der Bornschen Niherung fiir das reine Coulombfeld
und auch noch bei der Abschirmung Bremsstrahlung und Paarerzeu-
gung parallel behandelt werden konnten, treten beil der Coulomb-
Korrektur Unterschiede auf. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt fiir Paarerzeugung ist komplizierter als der flr Brems-
strahlung, und die Integration des Wirkungsquerschnitts ist

fiir die Paarerzeugung sehr viel schwieriger.

Die Unterschiede im differentiellen Nirkungsquerschnitf rithren
her vom asymptotischen Verhalten der Wellenfunktionen im Matrix-

element. Im Matrixelement fiir die Bremsstrahlung
>

Hs = ?‘f“dg e-bk‘—(f’od’t

ist der Anfangszustand @ = ebene Welle + auslaufende Kugelwelle,
*
der Endzustand ¢ = ebene Welle + einlaufende Kugelwelle ). Im

Matrixelement filir die Paarerzeugung
¥
H‘PMS’%“’(Q ‘(;‘*e" de

bilden das Positron & und das Elektron ¢, den Endzustand, und
beide haben eine einlaufende Kugelwelle. Dies bringt gegeniiber

*) Zur Begriindung siehe die Diskussion des Matrixelementes in BM,
Abschnitt IV, und die Arbeit von Breit und Bethe, Phys. Rev.
93, 888 (1954). Anschaulich kann man sagen: Die einlaufende
Kugelwelle muB genommen werden, damit die Austrittsrichtung
des Elektrons eindeutig definiert ist.
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der Bornschen N&herung, wo nur die ebenen Wellen benutzt werden,
einen Unterschied in den differentiellen Wirkungsquerschnitten
flir Bremsstrahlung und Paarerzeugung.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt unter Vernachlissigung
der Abschirmung und mit der N&Zherung flir hohe Energien und
kleine Winkel ist (siehe DBM, Gl. (1))

__%2¢ ra \* EE, uduwdwdd
(3p.1) A&Eh“a”l T T Tar \Wava A$3 - qul'

{V'z(h)[}la (M2§4+ 0‘71‘) - §f7[:2(4+1‘)#ueh4) + () (,u't;. a:"')]]

+ate? W'l(’i\[z“(“z?z"’ 69%) + Q(hrat) vy cond - ("“‘)a[/‘ (u'407) flﬂ],{

V(z) und W(z) haben dieselbe Bedeutung wie in 3%a, und es ist
(3b.2) ReA-w ,  w=gpq’, Slgw=d.

Bel der Bremgstrahlung wurde die Bethe-Heitler-Formel mit dem
Faktor (3a.1) multipliziert; hier ist die Bethe-Heitler-Formel
mit [,,.;:“ V(")]& multipliziert, und es treten gusdtzlich Glieder
mit W°(z) auf.

Die Schwierigkeiten bel der Integration rithren vom Argument z

in den Funktionen V und W herh Wshrend bei der Bremsstrahlung

die Variablen x = 1-y, y = <mas auftraten, sind die entsprechen-
den Variablen jetzt z = 1-w, w = g@al . Die Integration iber

die Funktionen V und W ist nur mit Hilfe der Differentialglei-
chung (3%a.10) mdglich, und wenn diese Integration nicht hoff-
nungslos kompliziert werden soll, muB das Argument der Funktionen
V und ¥, also bei der Bremsstrahlung das x, bei der Paarerzeugung
das z als Integrationsvariable genommen werden.

Andererseits sind durch die bei der Bornschen Niherung benutzte
Integrationsmethode bestimmte Variable ausgezeichnet. Un das
von €, 7% und ¢ abhingende q4 im Nenner der Bethe-Heitler-Formel
wegzubringen, wurde bei der Bornschen Niherung der Ubergang
qg-=> 2 > x durchgefithrt. Nach der m -Integration sind § und 2
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unabhéngig voneinander. Der Ubergang 2 -+ x ist fiir die Born-
sche N&herung nicht notwendig. Weil aber bei der Coulomb-Korrek-
tur flir Bremsstrahlung schlieBlich doch das x eingefiihrt werden
muB, haben wir dies schon in 1a. getan. Zur Beriicksichtigung
der Coulomb-Korrektur muB dann der Wirkungsquerschnitt aus 1a..
mit dem Faktor (3a.1) multipliziert werden, und die Integration
iiber x kann mit Hilfe der Differentialgleichung (3%a.10) ausge-

fithrt werden.

Bei der Paarerzeugung erfordert die Bornsche Niherung das x,

die Coulomb-Korrektur das z als Integrationsvariable. Beide
Forderungen lassen sich erfiillen durch eine von BetheB) stammende
Methode, bei der getrennt iiber kleine und groBe RiickstoBimpulse’

integriert wird.

Zwischen X und z besteht die aus den Gl. (3b.2) und (1b.9) fol-
gende Beziehung

JQ.
&’
Wir unterteilen das Intervall J%s w € 4 durch ein W mit
d*&w, <« A in

(3b.3) 2+8%*=a , y= ¥=A-y, o=d=-a,

2 2
Gebiet A: dtzw< W, , q(1=‘-1f+ %a:? ) M’Q+Jz’ 71?;—,. <4

2 L
Gebiet B: Ay€ @ £4 , Q =g w= Wy, « 4.

Diese Unterteilung gestattet in A die Vernachlissigung der
Coulomb-Korrektur, in B eine Approximation im RiickstoBimpuls.
Bei der Addition der Teilergebnisse, da = d%A4-d23, f8llt das
W heraus.

Wegen w < w, << 1 kann in A V(z) = V(1) :i“:%—
wW(z)z-—--—-%‘—,11 wlogw vernachlédssigt werden; dies liefert die

[- 8
Bethe-Heitler-Formel (1b.10). Wir integrieren iiber % und erhal-

gesetzt und

ten (siehe hierzu Gl. (1a.12))

A - =y~ _ 3 J
el 0 28 ELLEfaliste v 2 focyonl] 2208
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2
Die A -Integration geht nach Gl. (3b.3) iiber 0 = R< w,-d
Der Ubergang zum x von Gl. (1b.11) ergibt (siehe G1. (1a.14))

dzéﬁﬁl =26 5 dk“ {A«m + b g (-§) + ‘2"‘8 249 ¥ [4- 644~ g)]g xdx dg
ga.

mit 0 €x< A"'ZT— . Die x-Integration wird wie in (1a.15 und

A
16) ausgefithrt und liefert (unter Vernachl&dssigung derselben

3lieder wie in 1a.)

4= %, 4= 8%,
xdx g x2alx
9 “— ,_-90% w0, s ?7:;;; = W, .
(-3 Iy .

Hiermit wird
A - ERdE _
dag, = 2% "ks"‘ g[udﬂ bag(d-)] [ Roa&* + feqae, 4]
+ Qe 20, fA-Gg(A—g)]%dg )

Im Gebiet B ist @~ X . Wenn wir in (3b.1)

~nRgpcor = gEM =250 - W und “;T = -%Z
(s. G1. (1b.8 und 9)) einsetzen, wird

2 4¢ s wa \T 5E, dgdy dw
R g = = (Tova) 55 0%

2 V‘<§ "Z)"‘-i-ﬁ.fw(?wp -2g9)- ot

4 ("’[w(4+-t‘)+.zu(g 7)] + a"k/a(h)[\(Mx)"' w (A+«®) - Qa (3+7)2-§- 7)]?

Bei der 7 ~Integration tritt neben den auf S. 9 angegebenen
Integralen A, und Hldgs Integral

Ky 9%2—3-(—“;’,1'&) dmy = Ff4§(4-§)+2&)[x—5§(4-§)]- w%-cg(x-g)])z
auf. Hiermit erh&lt man
dag sn = 28 (Tga)' H9E f[“« + e (- g)][y ® « alrWim]

+ 2 Pm Gsc-)] [V3(m +a*n? w‘(’-)]% dede

mit 0 €2z € 1- Wy . Die z-Integration wird wie in (3a.11) aus-
gefiihrt und ergibt (unter Vernachl&ssigung derselben Glieder

wie in 3a.)
A= Wy

vim) | 2,18 A= Wa
O ratrWim]de < rVw|

~ - (’*‘“'“)ﬂg(uy feg 20, |
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und
A=W,

9["4(&%0 riwi]dr = [—mv“ R4()-r) o h/‘:”" e <n‘,~.u) [i-w,] s
so daB

d&z& -2 E-‘ii_f‘%[/uh bagCh- )] [~ 2408) - feg 20, ]
+ Qu [A- Cy(A-] [4-w, ] ?

wird.

3
Die Addition von d2* una d3 ergibt

(3b.4) dgsﬁ -2¢ 5‘:54 gauz)(s-ﬂ’) + 2a [A—‘fg(l—g)r]{dg

mit

T = fog & + 2+ Q(R).

SchlieBlich muB noch die Abschirmungskorrektur addiert werden.
Bei kleiner Impulsiibertragung, q <<1, Gebiet A, gilt die Bethe-
Heitler-Formel. Die Coulomb-Korrektur tritt erst fiir ¢ = 0(1)
auf. Da die Abschirmung nur fiir q¢ <<1 von EinfluBl ist, konnen
(im Gegensatz zur Bremsstrahlung) schon im differentiellen Wir-
kungsquerschnitt cﬂagnehgi’é Abschirmungs- und Coulomb-Korrek-
tur getrennt behandelt werden, indem man, wie es bei der Born-
schen N&dherung erlaubt ist, den Wirkungsquerschnitt mit EA'FCQﬂl

multipliziert.

Mit Abschirmung gilt das 77 von Gl. (3a.13). Mit u als Variable
und dém Atomformfaktor (2a.13) ist :

(3b.5) d2 k4u 11-# "*“““{(hd‘)(% .?.T')-r-?a([xf 4§%ﬂ27’]3§ uolu

mit
2
T4, foo (8++(%¢%) +2 + 0D, fl=——— Q,= 233, C,= 52,6
(3b.6) N -
—=4 = E = ——
$-tEmmy T E O AT Fraae
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Trotz den verschiedenen differentiellen Wirkungsgquerschnitten
fiir Bremsstrahlung und Paarerzeugung entsprechen die Gl. (3b.4
und 5) genau den Gl. (3a.12 und 14), wenn man die Substitutionen
(2b.1) vornimmt. Dies ist die Folge eines Satzes von Olsenzo),
nach dem zur Berechnung von d&g'g fiir die Wellenfunktion y
des auslaufenden Elektrons ein beliebiges (vollsténdiges) Funk-
tionssystem benutzt werden darf; insbesondere darf fir ¢ die
gewdhnliche Streufunktion mit auslaufender Kugelwelle genommen
werden. Dies filhrt zu &hnlichen Verh#dltnissen wie bei der Paar-
erzeugung: Beide Flektronenzustinde enthalten auslaufende Kugel-
wellen. Man erh#lt zundchst einen zu (3b.1) analogen differentiel-
len Wirkungsquerschnitt dék.?‘,?‘* , der falsch ist. Der nach
der Integration iiber alle Richtungen des auslaufenden Elektrons
resultierende Wirkungsquerschnitt de ®% jedoch stimmt mit
(3a.12) iiberein. Dies igt auch der Grund dafiir, daB dle Abschir-
mung in d&a'g getrennt von der Coulomb-Korrektur behandelt
werden darf. In dem falschen dagﬂg'q'#\ tritt die Coulomb-Korrek-
tur wie bei der Paarerzeugung bei groBen g auf und ist unabhéngig
von der Abschirmung. Multiplikation mit D - ].?‘(q)]2 und Inte-
gration liefern dann den richtigen Wirkungsquerschnitt Olgk,g
mit Abschirmung.

Die Gl. (3b.5) gibt die Winkelverteilung fir das Positron. Da
der differentielle Wirkungsquerschnitt symmetrisch in 4 und (34
ist, gilt dieselbe Gleichung fir da Eo,w (Im Gegensatz zur
Bremsstrahlung, wo man aus (3a.14) zwar ein d@ g e erhdlt, das
aber wegen der Definition des Winkels ® nicht die Winkelvertei-
lung der gebremsten Elektronen liefert.)

Die A -Integration in (3b.5) ergibt fir die Energieverteilung
d2 £4 dieselben Formeln, die man mit den Substitutionen (2b.1)
aus (3a.16 und 17) erhdlt, so daB wir uns die Angabe des d &5,
ersparen kodnnen.
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geben, u. z. in

Pig.

Pig.

Fig.

Fig.

10 und 11:

$  dE,du
) R-2 dac,
12: ——?’_ dE,
» _A
13: f - f gdas‘
143 _ desu d3 5 u
‘ dEAdﬂ-,q dEA Mo

10-14 sind die Wirkungsquerschnitte filir Blei ange-

fir k 6 GeV

fiir kX = 1 GeV und 6 GeV

(numerische Integration)

(bezogen auf den Raumwinkel,
Ordinate in willkiirlichen Ein-

heiten).



T T r
H : ; ; 7
=) I H o T
i i T
H L R ppass s
. it :
H - 2
Bt 1 f jssbiied
Hr e t
3 T peast: : :
E : : eisstsin i Ll : ST
& : S R
H + T L + pedan
:: ; T t T "
pegs aas I - e
eaas = T
HH A A2REE,
: ; EESTsEpepan=s. <Eatsay
T T e uw
T I o u~ +
= + T
i
:
i T
: I ! FaRonags
; T t } Es3asasa:
T : t & 3=
I -
| SoSes o r '
I eaEh: >
<1 e gL T "
; 1
e ks ; ; H
ry3ysanpezans . paess ; k
T by a he I It I I i
b 5 T T
= 1 pie
[egs ;V—v 1S0s tE 3 I8 - pye
Hiftativitt s,
TS T T o : > : H
ol r i 4 Sdnars
hh i : ¢ T
: T 1HES = 5
T HIERTER vae ba 1 s T
1 i f
] 1 77
; i :
Tt
T T
i ; : iE
T
3 = tt H el .@
s t
i Foan -
T e ; E
: : + E
s ~
_ : &
i
1 T et =
3 " I t =]
] ¢ T : T 2
i = 5 : : =
HH sciscefansis : : ot ;
- iy v T T i uvx,ﬂr»u tt 1 oy Lrgesil <
e ss Hit %, Hi] H e S Seege Spasasysae : <
- i
™~
o *






QDYSHOWUIZO] J1w

XN
W Ul JIPUD JUP ‘WW GZ9 {19y ‘00001 519 | oA Hiaieb 1oBo| asyoy sug d9:4,695 "IN NVE /HDAGNIA-TINED 7 S WIAHDIATE 7 TIVD [HIHAIOD @
T

FrTrr 1 177 T T rTTr 1717 17 17T 7 T T 1T [ T T I 1 I

T T
,o0L68 L9 6 v € A _.um,o— [ 9 S ¥ Z 016 4 e 4 Nno—@w 9§ v

©
o
w

o~

D

T
T

T

FERRRNI

Bt

hod

1t
e
]
Iy
G

T

(=av3

R

I o
-~
- o
-«
<
)
[
o
=
- o~
]
-~
- o
-
<
©
o~
=)
=
— o
|~
-~
{— o
It
<
)
™~
[<}
o
— I~
— o
@«
<t
©
o~

| | | |

- % u) awyouqy o % up swypunz

10
2
30
40
50
60
5
3
¥
H
4
i
300
250
200
100
50
0







a5

- gett
/ i
T
t
38 asess20ess
shiTH
R xbaesanes
o8
25 >
: i
i
- e
SasTaEaE: TR
i it i
i + " i
B +
H il T . i
+ H T
333 {3
THE + + IS Esoseet
: N
2 1 3
2 t T
: !
2ssats ; i
gsTassayysasys
i T 4
i s
: +
1 328 58
] ERRES R pa bRASS i
: I TR 3 g3
113 + R RS e i S H
T T T
v H B EEREE L1002 ASEEECRERE HREERARE
= [t it Mt it
I 33H TR LR
i T
= o T T
H et e asssy bate sbhy Rl 3
¢ i it
3 Supingn i
il Bl A R
N # h i ISh
= t
H I EIHE o5

@4‘14 210 x 297 A2,

o3

o8

08







i She S $heee T [earanzs m
H 3
DN i +H
: T
T
it
1 FOH o
e 0
fEEsat
T it
sayeans i F4H
3
= Q
EagEE: T
o T =
Seeay ;
T T O
= o
1
P S Sgeayseate
Essztes > Q
N N
X
3
z E
tanszss s TN
T &
aass: x
i T 2
T HT ~
i : -
5 : <

3

*
i
;






10

T

HiEn

IeRigsanatensanasts saribitizs

5
i

1353

ndEs]

aa1eisss)

:







inesace: :
ssrease: T
a3 Zaan t t
T j 1 e
s : :
322, = :
T ; =
i
f
T
!
T
t
T
t
7
T juen|
:
i o
1
: H
;
T
; t +
{
;
2 = !
Fisse
o er P T T
T
: :
= - I
: o A
: e
AT o - 13 -
T - B
T TR
: ! : i
i T T
F : fssx ta
T : -
= + 1 : =
aman T
nassi 1 A aan s 1
.3 ﬂm Bohi f
T T e
i L Z
t foy :
£ : rr ‘ I
+
:
k +
t o -
- T
+
: , ifgisid :
5 sanpese: c
S . b v el
H 8 e H% BT o E
T s i + I + T {=s "
v y 88 e T T 1 «
T + t %
: TH T t } 2
b ol bt = 1 1 I- T 1 o~
fatasy e SEaES ¥ 3 3 =t H <
4 Bt i T TN : t
i : <







I T
! 1 :
i !
fgs! b
7 :
i i !
1
P ohas
i
o s s
Rt
Het T
ey i :
e e
B + T aes|
;
i
t
&1 e s :
o - :
HE gt T ;
H :
1 :
BN 1 Lt +
o i 8
Eo H .
o e =3
: sasi: e N e
5 I
: H aed 7 mpnss
S 1 i
i ,
T 1 b u
: :
25 282 : :
£ jagss: FrEE H
1 + ISaa 14
; ass: Sz
7 } -
T ‘
1 I 3 s 1 1 T
+ g i
[ o E v mRonas ¥irsassstanosytan .
aaes t : t R & e N
T b
T T L
t -
:
i
I
HE : } t
TR rana
:
1 ;
e e
f
aans : = o
sas L2
- w%w FH

A4 210 x 297 mm






QqRJSEDWIUIZOLY jlw
W Ul SJBPUD AP ‘WW G'TY HAYUIF ‘00001 S'q | UOA Hta1ab upBoj asypy suig d oum\_mwm AN .zg%ea@%mwggﬁ@wv@gmﬁ@még% 1HOIAAOD @

FTT T 1717 1T 1 T FrTr T 1T T 17 1 T T T 1T 17 17T 1 T T T T 1T 1 I l
ncp vnvﬂ .\o_w va . N mo_ owv a ‘ No—m,mﬁv w _.O

i

['s

(0]

=t

oV
~%

[#33

L-A3

=13

oo
-~
I o
v
<t
™
o~
=
-
- o
— N
- o
-0
~
™
o~
o
-
o
— i~
- o
b o
o
™
o
2
o~
b— ~
— o
-
-
™
o~

e % uy wyouqy © 2888 8§ QP n TSN € m ] m 8 R 3 o ul swyouny
&







jeeseiiss

T

bt

S,

N

sues

HHT

T

P

10

35
25

6

5 M e

4 210 x 297 mm






TS T ; T T T
frgssstzss sy 1 !
; T t {73 SESE0 201 IRR2E ?
T T T
: ;
H ¥
: H £ i aass
T
f
T ’
S Eir
i 1 vas O
+ T : T
+ 3 H 1. 1 1 :
L T ! R 2
: ; : m B
5 ¢ fagssas ias ; it
T T e T. T T IR = -
i R
} } o :
; : +
I
:
!
m
Esstss: T :
T
: T
T
T
!
=
t /
! 1
T {
f ;
5 !
£ i
: :
7
1. .
e t
2
= : i
7
H ¢
: ;
:
t
T
t =
o )] o ~ g 0
e







T T . T T : r oy
: I T 552! 2
o
T :
;i
: T
; :
H :
" < T 1
: St : : .
1 11 L ==
: HEH ]
1 i
H ;
; i ; : i
25t T = P 2 t e sTpgasss
t HE T o :
: +
T 5 H
. H
as: e o t
T el 1
4
: =
o :
:
¥ ot
= ¥ =
g
H 5 s
y : t
r T
L g
i . T T T
T -
: 1 He
= -
HH R HEEE e SEate cacss T ieas
: SN s oot £
x ~
- o
: &
x
& : 2
~
T T + «
T t I b <







8t 2

5 i

tH

tt

TR

THEH

na
HY
{EEKs
H
TH

HAT

.

H

i

HH

g

i

A4 210x297 mm @



ey



qDiSHDWINRZOL] pw
WU Ul 243PUD AP ‘W 79 1BYUIT ‘DpO01L SI9 | oA H13e6 1oBoj ssipy suiy

d97%/,49€ "IN "NVE/SOTENI-TIYEY"  UIHIIITEY] T¥D JHOWAIDI @

FTT T 1771 T I TTT T T 17T 17 71 I FTT T T 1777171 T R R I T
c c o ,
Auvc_ [ 9 S € Z Qc— 8 o S ¥ mb— 2 S ¥ £ 4 No_. [ 9 S ¥ 4 —O_
©
- L3
[
€
ah SRt 7
va =
k-
z
-3
FEEEEE Hr 9 = A, & Ll ©
Ot
L12
= 2
(4]
o % : ]
=
e &t
= : =S : : ot
0L68<4L 9 6 € 4 06829 5 ¢ € 14 0L68L9 & v € [4 0l68L 9 S ¥ € 14 t
| T | | | O I | | Y O Y Y | | I O Y Y S| | |
O ut Jwyouqy 288 ] Q > “wui” “msn Acf.m 8 m 8 ] o % ui awyounz






15

f i T
E 8!
i 1 i ! i t
T
f
! i
k jo Systend, 1
t
t
I
1
+
1
+
+
T
a 7 T ~
T o=
jaatl
£ + . =
¥ 1
, 1 I
anass I
T
1t 1
iaki t
t +
e "
+
" i e
T 1 - H
HH
H
R 2 m
e
1
T
i ;
i
=
T ivpasaspess
o
e T
o T
e [es=: =
53 ;i 2
1 7
i
H :
T
aeas: H £
T
r 1
T T
T , 1 :
I fneat : t
" T T 1
L t
: : ! =]
T _ ~
i =
1 1 <
ESEISE8E
ase, : T 5 t T 2
1 t e
: : T t t ~
T : + ; }
i L T T e
s o T e 3 i
t T : t i s aa:
= & +HH i 7 £ t f ot f iBasgme; Sapalysacad!
L =1 " Q
‘







