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Summary

Thig paper gives a coherent survey of the differentiél and
iritegral cross sections for bremsstrahlung and pair produc-
t+-n at high energies. The formulas given can be used for
escimating the thin target spectra from high energy accele-
rators and provide basic data for analyzing the thick tar-
get spectra and the development of cascade showers. The cross
sections are'given in three steps of approximation:

1. Born approximation for a pure Coulomb field

At high energies the Coulomb field is a poor approximation
because screening always must be taken into account. More-
over, for heavy elements the Born approximation is not very
reliable, and Coulomb corrections become important. The for-
mulas of this section are of no use for applications but

serve as a starting point of the corrections given in sections
2 and 3.

2. Screening corrections

The screening effect of the atomic electrons was treated nume-
rically by Bethe and Heitler using the tabulated form factor
of the Thomas-Fermi atomic model. The integrations over the
em1551on angles yield simple analytical formulas in the limi-
ting cases of "no screening" and "complete screenlng" only. In
between, for "intermediate screening", the cross sections for
bremsstrahlung and pair production are written in terms of the
functions ¢,(§ ), ¢2( ¢ )» and c(¢ ) which are presented



graphically. As to the cross sections differential in energy
and one of the emission angles, no formulas at all can be

given.

For bremsstrahlung analytical calculations were carried out

by Schiff qfing an approximate "exponential screening potential"
V) = = ﬁ%’ e'”“*, where 2¢ is an édjusted parameter. For most
purposes Schiff's formulas are sufficiently accurate. The cross
section differential in photon energy and angle is relatively
simple and has been used extensively for estimating the thin

target spectrum shape.

In Schiff's paper the formulas are quoted without derivation.
In this paper a derivation suggested by Olsen and Maximon is
used in which screening appears as a correction to the cross
section for a pure Coulomb field. The formulation is extended

to pair production.
Moreover, Schiff's exponential screening form factor is genera-

lized by introducing a second parameter which gives full agree-
ment with the Bethe-Heitler formulas.

3. Coulomb corrections

The Coulomb corrections were calculated in a series of papers
by Bethe, Maximon, Olsen et al. by replacing the plane waves

of the Born approximation by Sommerfeld-Maue wave functions.

In contrast to the Born approximation there are essential
differences between the differential cross sections for brems-
strahlung and pair production. These are due to the asymptotic
behavior of the wave funtions. For bremsstrahlung, the small
momentum transfers to the nucleus are modified by Coulomb cor-
rections, while in the case of pair production the large momen-
tum transfers are modified.



As screening @ffects small momentum transfers in either case,
screening and Coulomb corrections can be dealt with separately
in pair production. As to bremsstrahlung, both corrections
must be taken into account simultaneously, and the outcome is
a rather complicated formula. Fortunately, this applies only
to the differential cross section. After integration over the
electron emission angle, screening and Coulomb corrections are
independent for bremsstrahlung also. Furthermore, the corres-
pondence between bremsstrahlung and pair production cross

sections is reestablished.

For bremsstrahlung the integration of the differential cross
section is straightforward. In pair production, however, the
momentum transfer distribution cannot be handled without appro-
ximations. This requires separate integrations over small and
1arge momentum transfers. The result is completely analogous

to the corresponding bremsstrahlung cross section. The final
formulas given in this section contain both screening and

Coulomb corrections.

Finally, a correction must be applied for the bremsstrahlung
and pair production processes which occur in the field of the
atomic electrons. The exact treatment of these processes is of
outstanding complexity. As to the differential cross sections,
only rough estimates exist, and the formulas are quite involved
and will not be given here. In the total cross sections the
effect of the atomic electrons can be included approximately

by replacing 72 by Z(Z + 1).

Conditions of wvalidity

The Born approximation requires high enough energies, and the
Sommerfeld-Maue wave functions are suited for extreme relati-
vistic energies only; therefore we assume throughout this paper
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E, k¥ = mc for bremsstrahlung,

19 E2 > m02 for pair production.

At high energies the average emission angles are extremely
small, and the small angle approximation is used. The contribu-~
tions from large angles to the integral cross sections can be
neglected, but the differential cross sections are not valid

for angles > 5°.
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1., Wirkungsquerschnitte in BornscheﬁjNahégung

a) Bremsstrahlung

4xltz§¥ﬂ#u,eudnwduud‘
; 'm«ouﬁn ?, 9.4.?'0. E

Es gelten der Energie- und der Impulssatz
> = > j;

(1a.1) k= E-E, q =L - P

>
6 ist der ans Atom libertragene RiickstoBimpuls. Das Atom wird
als unendlich schwer angenommen, so daB es keine kinetische

Energie aufnimmt*

@ sei der Winkel zwischen den Ebenen (3;,-;) und (;: i;).
Dann ist

con = cw@,w9+b5u@.hin@cw¢,

o2 jp = »rin@d@d ¢ dfg,,: A7 Ain ©,d O, .

Einheiten: Es wird m = ¢ = £ = 1 gesetzt, d. h. es wird gemessen

Energie in m02 = 0,511 MeV, Impuls in mc = 0,511 MeV/c,

" Linge in &, = R /mc = 3,86 - 10="1 cm.

*) Auch bei endlicher Masse des Atoms, M < oo, kann die mit dem
RiickstoB iibertragene Energie in sehr guter N&herung vernach-
ldssigt werden. GroBenordnungsméBig ist Ey, = q2/2M. Wie noch
gezeigt wird, ist q = 1. Mit M=1840.Atomgewicht wird Ekin<< 1<«
Eg.
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist (Bethe-Heitler-Formel)

(1a.2)

¢ dte [4-F(aD]*
Yemoob “arm s & gr— Wedle

2 -3 2, &
'f" Dhm 9. E z- a P Aam Q -&- 2
(E._f'oc.” @.)1. (”. 4 ) * (F- P ce> ©>2 (”.ko % )

AP rim Oorin Ocos p (HEE -+ 28%) - AR (plrintO, + p*aintO) g
(Eo=Pocor ©) (5 = p coo @) '

— 2,2
Dabei ist ¢ = z;g}— y & = Kernladungszahl, r_ = klassischer

10-13

Elektronenradius = 2,82 - cm und

(1a.3) qf,. ff}fﬂ&"- 2RO, + LpRcon @ - dp p(cr 0,0 + in O, Ain © co> ).

Der Atomformfaktor F(q,2) beriicksichtigt die Abschirmung durch
die Elektronenhiille. Wir lassen die Abschirmung zundchst wegs
F(q,Z2) = 0.

Die Bornsche N&herung setzt voraus, daB

ivh v )2
wrg. < e <4

(1a.4)

ist (B = v/c = p/E). Bei schweren Atomen ist diese Forderung nicht
erfillt (fir Blei ist 2ZZ
berlicksichtigt werden.

= 3,8); hier muB die Coulomb-Korrektur

Fir extrem relativistische Anfangsenergien ist Boez 1. Nach (1a.4)
darf auch B nicht allzu klein werden. Dies ist der PFall, wenn das
Lichtquant nahezu die ganze kinetische Energie des Elektrons
Ubernimmt. Wir setzen B, > E >>1 voraus. Alle im folgenden ange-
gebenen Gleichungen gelten nicht an der hochenergetischen Kante
des Spektrums, wo E == 1 geht.



Ndherung fiir hohe Energien

Bei hohen Energien gehen Elektron und Lichtquant nahezu in

Vorwdrtsrichtung; die mittleren Winkel &, und @ sind von der

GroBenordnung 1/EO.

Mit
2 < A ~ A
El= p+A, p=EVA- = = E(4--=),
" IE
v (>) - A
him®© = O, cmez,{—T, r-pon@-,.-z‘_s_(,“,_:z@z)
S o *) ., . .
und Vernachlédssigung des q in den (evoe. ) wird die {.....%

in Gl1. (1a.2)

=20 102
~ 2 2 kLo @o + E e
oo § = ACEE [(4 F £ (1+F)*
9F IE,E@,®con b (LEE +R%) - RE(ELO; E*OR)
= 35 (A+ EXOX) (A +E20%)

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

"
' % %)
E,O, = &, E© =2, Of#;"f“’,
(12.5) A
A+,ua.'§) Pyl & 0§24,
E.e 4 ce=4 "0
E° ) Eo
Hiermit wird, wenn wir noch 2E E + k2 = B 2 + E2 und k2 = (E —E)2
o) 0 0
einsetzen,
P _ 2é Jd mdu odedd
om0, ¢ 27 R "l‘

(1a.6y

{.’ZE (u"§2+ b"/z") - §f?[.z(4+a") ncer d - (A-e)'z(uﬂtv")]g :

*)

**)

***)

Wie noch gezeigt wird, ist gq = 0(1) und kann neben EO,E)>>1
vernachlidssigt werden. 3

M -3
Fiir groBe u ist nach Gl. (1a.6) dan—TFF-z,u . Dasselbe gilt
fiir v. Obwohl u < EOT , v Ew% sein muB, kann bis u,v = o0
integriert werden; denn nur u,v = 0(1) liefern wesentliche
Beitrdge zu d& . Vergl. hierzu Fig. 5 und 6.
Es kann nur die kinetische Energie des Elektrons ausgestrahlt

werden: 1€ E = E, .



Wir zerlegen den RiickstoBimpuls ?q’ in

>
9cql+

Es ist
q: - 4o,"/s;-..‘9. + f'&n‘@_- 2p, p bim O, hin © con P
e M2+ 0¥- -2.uvceo¢,
(18.7) C Gy = RO, - P © - R

A+Mz J"‘g = ch"E’?
Y AE 2EE g7

)

d=q,, " Gsin = PR = AE, E

Fir ¢ ¢t O ist mit u,v = 0(1) auch a, = 0(1). Wegenq

> - ‘ z = Komponente in k-Richtung
%n 1 = Komponente senkrecht zur k-Richtung

2 o(4) =

= O(E)«A

kann dann qzz qf gesetzt werden. Pir ¢« 0 und u = v w1rd

-q = O, In diesem Fall ist wegen

%n = 26 Exm Y57

(1a.8) g - af+£—

gilt.

Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Zur Integration filhren wir statt ¢ die Variable 2 ein”:

(1a.9) 2§y mocon ¢ = §+/?-.2§7- 2.
Es ist

-g° A 87
(1;.10) A =0 %72 , 5 Y
Mit ' dR

dp &« —
V-CG-2) s 22(g+n-252)~ 2°

1) Olsen und Maximon, Phys. Rev. 114, 887 (1959).




und (1a.10) wird

(12.11)  dBgenyq = 48 dk [a(ivet) - 26Cg-) dgdzd?
1§%, 7T R (6‘14-2)2}/_(E_,,Z)a,_‘_‘zg(g,..nz_zg,,z)_Q_z'

Flir ¢ =0 und ¢=7 1ist %-o . Dies liefert die Integrations-

grenzen fir Q :

Qg = Dip (3,2) = §+2-287 F 2V/3¢-D2¢-7) .

Fir 7 < ¢ =427 wird das Intervall ¢,=% =@, noch einmal
durchlaufen. Wir beschrinken ¢ auf o= P =7 und miissen dann
das Integral verdoppeln; dies ist in dem Faktor 4 in Gl. (la.11)

bereits beriicksichtigt.

Wir integrieren iiber alle Richtungen des abgebremsten EBElektrons,

u. z. zuerst uber m» , dann iiber @ . Die Grenzen fiir # sind

Vo= ua(§R) = §+R0-29 FLAYFU-PAG-D.

o -mp)*d
In (1a‘.11) treten die Integrale ﬂ,-?_r__..l__’?.., und M, = Qﬁ-g)—lz—

auf. Es ist2

D2 m
7 "dy i AV M me
g) V-2, (2,-72) = A" T% <¢f)(m-¢a> @ % .

A

Dies liefert

}3 - ¥ ; sz 72{2%(,‘—%)-&2[/4‘6?(‘”%5]%

A

und
i dd
(12.12) d g 2 = 24 %552[/*5‘-‘*E§(4-§>]-289‘[/-‘f(4‘9]§c‘saT;T* |

Die Integration ilber 7 o=s%s A , 148t sich leicht ausfilhren.
Wir wollen aber an dieser Stelle noch weitere (hier unnotige und
erst fiir die spdtere Behandlung der Coulomb-Korrektur niitzliche)
Variable x und y einfithren:

8% 82. &!—Q 2_ - A
(13-13) Y .J:'J-Q ?I)?’L =<%) ) 8 = Y - )

| 2
X= A=Y = %) , o=x % A-&%

2) Grobner-Hofreiter, Integraltafel, II. Teil, 2. Aufl., S. 95.
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Q42 w ol

= wird
(8%+ * A=x

Mit

(10010 Dt = 2740 f4oet rancop -8 gl 3o

Es ist
: . a-8% 2
VER )
(1a.15) g);_: —.—-foas(A-x)-)(L s-?ogc?l—/f
d
o 4-8% .
. 2 A A-8
(18.16) 32?(’;.{’;; o LISY AT 1 M

wobei in (1a.15) ein Glied O(4*) und in (1a.16) Glieder O (8*%a8)
und O(8*) vernachlissigt sind. Hiermit erh&lt man

(1a.17) d2g¢ = 24 ‘%{/ceg(x— g) - (4+&)*-[4+e®- 4£§(A-g)]9ogd"§dg :
Mit dem u von Gl. (1a.5) kann dies als
(12.18) d2g, = Ié %. {/cg gu'- (Aee) - [Ared- 48;“‘]9036“??‘“’“

geschrieben werden, in Ubereinstimmung mit einer von SommerfeldB)
angegebenen Gleichung.

Die Integration iiber die Richtungen des Lichtquant in (1a.17)
ergibt mit ?%(A-E}o\g =AG-

(12.19) A2y, = 2?%0«&%@@ Loy $2- 4).

3) Atombau und Spektrallinien, Basnd II. S. 551.

= 11 =
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Gesamter Strahlungsverlust

d®
Wegen d3& - divergiert das Integral Qdak an der unteren

Grenze k = 0. Diese "Infrarot-Divergenz" ist eine Folge des bei
der Berechnung des Wirkungsquerschnitts benutzten Néherungsver—
fahrens (Iterationsldsung der S- Matrix, wobei nur die Glieder
niedrigster Ordnung mitgenommen und die Strahlungskorrekturen
vernachlédssigt werden); sie verschwindet bei der Beriicksichtigung

hoherer Ndherungen.

Die mit dem Auftreten unendlich vieler Quanten der Energie k- 0O
verbundenen Schwierigkeiten werden vermieden, wenn man den Strah-

lungsverlust

6 QEF
(1a.20)  ddy, = £d2p = ?_6-(114—8——&)?% S _42dR

bildet. Mit k = Eo(1 - € ) wird
A

bon = 4F [ ret-dor {350 - 4fde.

AlE,
Die untere Grengze 1/Eo kann gleich Null gesetzt werden; dies

liefert einen Fehler C)(éhﬁfﬁ) . Die Integration ergibt dann

(1a.21) b, = 4E roq 25 -5

- §B =
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b) Paarerzeugung

Rooa)iou

g Qoo h/\-fh’,b }:, &u%,q'e E,

hmrh% T;, Bqu?'o. ®

Elete) d0ac
".\m:fmh E‘) &k?ie E,

Die Behandlung der Bremsstrahlung 148t sich fast woértlich auf
die Paarerzeugung iibertragen. Energie- und Impulssatz lauten

- - > > >
(1b.1) R’=‘)=A"’b-2,, 2;:‘%'7?&'"'0&'

_ e -
¢ sei der Winkel zwischen den Ebenen (57, k) und (EZ, k).
Es ist

con = 0O, 0O, + pim O, )si,u(gicné,
A2, = Mr@d@dd, d2, = 27 rin O, dO,.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist

- - - 2
(1b.2)  de ¢ pupedEa [A-FCat] A2, 2,

E1,©4,®,,¢ = T Gam* £2 . (}“‘
2,2 . -2
h BAm QA K} 2 /P.; PhAm QL =< <
$EL-9) + — kES-q*)
B oot P4 ey (M
¢ Py hamn ©0in @y oo b (HE,E, +9°- IY) - Qk‘(ffbi»*@ﬁr:biu"@,‘) }
(EA- f" Con @A)CE.L- Pzw @&)
mit Cos (' ¢ )

2 LA 2 2 I P ‘ ‘ :

(10.3) &= R4+ p, - 2 con O, - 2k, 2 O, + 2 100y (029, co2 O, + him O, him Gy com §)
vl

AR (3,4.2,

folgenden stets E; > 1 und E2 >>1 an.

Die Bornsche® Ndherung setzt <« A voraus. Wir nehmen im

= 1% &
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Ndherung fiir hohe Energien

Fiir hohe Energien sind die mittleren Winkel Opa = O (%) .
Mit denselben Niherungen wie beil der Bremsstrahlung und den
Abklirzungen

E,©, =M, Eﬂ.ea.’n"/l/) O E 4,p = 0,

(1b+42 To O T

wird (die Abschirmung ist weggelassen: F(q,2) = 0)

2
2d ElLdE, mdw wolw o
d%FA,MD‘b" 4? &34 %“.

{Qd(»‘§‘+ ’bz'?&)‘ - ?7[.2(“«‘7')1109”4’ + (A+-()'?‘(u"+'u"‘)]? :

(1b.5)

Die RiickstoBimpulse sind ( 4 = senkrecht zur k-Richtung,
z = in k—Richtung)

= B‘ ham @ +4°LAAM2'@ +Qr“ﬁ.h““@ »an Oy QO°+

x ul+ 0t +QM'\’Q°’-‘4’

(16.6) Gy = R = a2 €= £,0° D
A"'Mz A+ pt EA?'&Ea_Q

'?”7%

= k
8 = Qi = Ieoenin = - P = -2.545.1. = O<EAL) =

Entsprechend wie bel der Bremsstrahlung kann stets

(1v.7) qazq‘f + ?‘g_;

gesetzt werden.

Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Statt é wird durch

(1b.8) —-?.?/914:00994\-?4-»2—2?"?—2

die Variable @ eingefithrt. Wie bei der Bremsstrahlung ist
" 4 . _¥72

(11.9) RA=d8%) a7 = 35,7

= 14 -
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Die weitere Rechnung verlauft genau wie in l1a. Zunédchst erhilt
man

4o 2rdE, [0+« + 2u(§-7)*] dpdp a?
Q=E 5T :
%%, ar  f° Ca&+2)&y‘(§'"l)z+22(g+q-2§~2) =%

(1b.10) d3,

Diese Gleichung ist von derselben Form wie (1a.11); der einzige
wesentliche Unterschied ist das Pluszeichen in der [2....]. Zur

Integration gehen wir wie in (1a.13) zu

3 3* T 2
(1b.11) ok v z?w‘,(:‘rz)) x”‘_yz(%)

iiber und erhalten schlieflich

£,%lE,
R3

(1b.12) d2; = 2¢ (A+®e 2 0) (- fog 8- 1) .

Totaler Wirkungsquerschnitt

Zur Integration iber EAl setzen wir £, = 8&, %geﬁ k;‘ .
Mit o =22E  ergibt sich aus G1l. (1b.12)

g

d2 = #b (I-4e+%e) [tonanei-e) - 42de.

Wir integrieren iiber OS5 €% A und erhalten

= 4. X A03
(1b.13) 2= 4¢ Q{R.%zk-ﬁ_.

- .15 =
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2. Abschirmung

Thomas—Fermi-Atom

Bei Beriicksichtigung der Elektronenhiille ist die potentielle
Energie eines Elektrons im Feld des Atoms |
)z e* 2 (+) 4’ e

(2.0 V= S et

@),

dabei ist Q(&U die mittlere Dichteverteilung der Elektronen-
~ hiille.

Die Funktion %(#) kann am einfachsten (aber nicht sehr genau)
berechnet werden mit Hilfe des Thomas—Fermi—Modells*). Beim

neutralen Atom erh&dlt man flir ¢ die Differentialgleichung4)
3
5,9 de P2
’ dx2 Ve
mit den Randbedingungen
(2.3) ZOEY - = 0§ ut x_ > 0O
) "()Cxo) =0 ° E

Dabei ist

#=-(QX

(2.4) -
2
= A%H Qo 3 L = 424
& 1282 v )
letzteres wegen Ao = %1 = 1
M C

Eine analytische Losung der nichtlinearen Differentialgleichung

(2.2) mit den Randbedingungen (2.3) ist nicht mdglich.

*) Genauer, aber ziemlich umst&ndlich ist die Hartree'sche Methode
des self-consistent field. Bei der Hartree'schen Methode muB der
Atomformfaktor fiir jedes Z numerisch berechnet werden, wédhrend
gich bei der Verwendung von Ndherungsldsungen der Thomas-Fermi-
Gleichung die Wirkungsquerschnitte in analytischer Form angeben

lassen. Der Unterschied ist nur bei kleinem Z wesentlich.

4) siehe Gombas, Statistische Behandlung des Atoms, Handbuch der

Physik, Band XXXVI.

- 16 -
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Die Entwicklung der Losung am Nullpunkt lautets)

3 a2 My 4
@) = A-3X+-‘§-X/4 QBX +’()(3+ 3 B £) ‘4%13)(
(2.5) %
3 /2, A 34 A v "
+<m a.u. 3°) x msB X - Thes © ~ Jose B )Xy

Die Steigung der Anfangstangente ist

(2.6) W) =-B = - 4598010342 .

Mit (2.5) und (2.6) kann die Gl. (2.2) als Anfangswertaufgabe
numerisch gelCst werden: ¢(x) und ¢’(x) sind filr 0€x<<A bekannt.

Wir verwenden statt der exakten numerischen LOsung Ndherungsaus-
dricke fiir ®¢(x) . Eine rohe N&herung ist die exponentielle Ab-

schirmung
(2.7) @(x) =

- WX

Der Parameter 2¢ kann nach dem Ritzschen Variationsverfahren be-
stimmt werden; dies llefert’X=—-1Wr = 0,330 6). Wir werden im
folgenden 2 = 1,09 setzen (siehe Gl. (2a.10).

7) wurde die Thomas-Fermi-Funktion durch

-6 A x -
(2.8) @) = 0,4 e "+o,55e "?' +035e

Von Moliére

—o3x

approximiert; der Fehler in O &€X £ 6 ist kleiner als 0,002,

%

‘ Atomformfaktor

In Bornscher Ndherung wird der Wirkungsquerschnitt fiir Bremsstrah-
lung und Paarerzeugung durch das Matrixelement

(2.9) M= S)V('*)e';q‘?dt

&

bestimmt. Mit dem V(#) von Gl. (2.1) wird

D T . 9’ 2 ]
(2.10) W =-2xreemedele ™ hdab = - 220y pinge dt.

5) Baker, Phys. Rev. 36, 630 (1930).

6) Fliigge-Marschall, Rechenmethoden der Quantentheorie,
2. Aufl., S. 262.

7) Z. Naturforschung 2a, 133 (1947). 17 -
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Fiir die exponentielle Abschirmung (2.7) ergibt sich

a,

_ uv el q

M = s
g4 (-c;)'z'-i- q,‘z'

Dies liefert den Faktor

~ q“ %‘
in den Gl. (1a.2) und (1b.2); fiir die exponentielle Abschirmung
ist
¥ =
2 9 o 3n
2.1 I~-FOQR)| = ——e—— = :
( 1 ) [ q( ] (Gz‘.az)z) (]‘ /‘2/’

F(q,Z2) heiBt Atomformfaktor. Fiir %+o0 (reines Coulombfeld) wird
F(q,Z2) = 0, und man erhdlt die in Abschnitt 1 angegebenen Wir-

kungsquerschnitte.

StoBparameter

Der dem Teilchenbild entnommene Begriff StoBparameter hat in

einer gquantentheoretischen Rechnung zundchst keine Bedeutung;

denn in Gl. (2.9) ist das Elektron durch ebene Wellen beschrie-
ben, und es wird iiber alle StoBparameter gemittelt. Man kann

aber fragen, welche r in Gl. (2.10) den Hauptbeitrag liefern.

Diese r sind von der GroBenordnung r = %. Fir kleinere r sind die
Beitrdge klein, weil sin gr klein ist. PFlir groBere r geht @(+) >0 ,
und sin qr oszilliert. b = % kann also als StoBparameter gedeutet
werden: Prozesse, bei denen der Impuls g libertragen wird, finden

im wesentlichen im Abstand b vom Kern statt.

Wir diskutieren die Verh#dltnisse bei der Bremsstrahlung; fir die
Paarerzeugung gilt entsprechendes. Der kleinste Impuls, der aus

Atom Ubertragen werden kann, ist g = é’. Dieg bedeutet: Stofl-

min
parameter, die groBer sind als

A

% - 2E.E
malad a it

&
tragen nichts zur Ausstrahlung bei. Durch die Abschirmung kann

der Bereich b =< bma

A
e G
d

- noch weiter eingeschrénkt werden.

- 18 =
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Wir bezeichnen als Atomradius a einen Abstand vom Kern, in dem
die potentielle Energie V(r) = —-E:a ¥(+) nahezu auf Null abge-
fallen ist. Die Elektronenhiille liegt dann im Gebiet r £ a und
schirmt das Kernfeld flir r = a teilweise, fir r > a vollsténdig
ab. Wenn aber V(r) = 0 ist, findet keine Ausstrahlung statt. In-
folge der Abschirmung tragen StoBparameter, die sehr grof gegen

a sind, nichts zur Ausstrahlung bei.

Man unterscheidet die Falle

1.) bmax<z'a: keine Abschirmung. Die Elektronenhiille

hat keinen EinfluBl auf die Ausstrahlung, und es
gelten die in Abschnitt 1 angegebenen Formeln. Mit

wachsendem Eo wird b und damit auch der Wirkungs-

max
querschnitt groBer.

2.) b .. ™ at teilweise Abschirmung.

3.) b x> a: vollstdndige Abschirmung. Mit wachsendem

EO wird zwar b groBer, aber die neu hinzukommenden

max
StoBparameter sind vollstdndig abgeschirmt, so daB

sich der Wirkungsquerschnitt nicht mehr &ndert.

Beim Thomas-Fermi-Atom ist der Atomradius a a;/u-w 48# ; denn
filr ®%x=4 ist nach Gl. (2.7) %(x) auf den e-ten Tei{E;bgefal—
len, und ®x =4 Ybedeutet r =L = A3l . Die Abschirmung ist

”® EVS
also nur von EinfluB fir e

3/n’
(2.12) q < A‘;/,’ << A.

3/
Fir vollstédndige Abschirmung, q << 12 erhdlt man die richtige
GroBenordnung filir den Wirkungsquerschnitt, wenn man & « 4
4 A3k a . B puert

durch T = -3 ersetzt. Das — log 8° in Gl. (1a.19) ist dann

zu ersetzen durch 2 log :SH

Fermi-Atom liefert bei vollstdndiger Abschirmung8

7 dk 4
(2.13)  d@g = 46 —ﬁ;-—{(,{+e‘z—i§-a),?o%37;.+§-§.

. Die exakte Rechnung fiir das Thomas-

8) Bethe, Proc. Cambridge Phil. Soc. 30, 524 (1934); Gl. (54).

- 19 -
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Wirkungsquerschnitte

a) Bremsstrahlung

Da die Abschirmung nur fiir ¢ << 1 von EinfluB ist, kann sie nach-
trdglich als Korrektur berechnet werden. Die in Gl. (1a.11) zu
addierende Abschirmungskorrektur ist

(28.. 1 ) d&* %‘QIQ = i\ EA- F(‘*)]z— 4% dg*l%l"?l2

Dabei kann

(2a.2) [4-Fea)]® = [/“ F(-g-%:)]z

2
gesetzt werden. Zundchst ist némlich nach Gl. (12.13) <}Q= 7y
Aus 1 >> q2 > q%_ = u2 + V2 - 2uv cos¢ folgt dann §=7%7 vergl,

hierzu die Herleitung von Gl. (1a.8).

Die % -Integration in (2a.1) wird durch den Faktor (2a.2) nicht
berithrt, und man erh&lt

Moxt.
dak&lx = {[A_ FCQ)]Q—a{gd%k'?’x

mit d2 & g,x aus Gl. (1a.14). Der Faktor {[A'F@:ﬂz-»‘? ist nur
fiir-q :f 1 wesentlich von Null verschieden. gach Gl. (1a.13) ist
- ’; = gnqu <A , und das Glied mit A_’;
wesentlichen Beitrag zu dz‘kg,x. . Die zu Gl. (1a.14) zu addierende

dann liefert keinen

Abschirmungskorrektur ist also

(2a.3) dzkgx = 24# dk [A+a" ke (- g)]dg {[A Fcay] *- /@ xdx .

Bei der Integration iiber x wird

A-8%
(2a.4) (—) ?{E/‘ FCQ)] A% "d" = U ?{[A p-(q)] 4?‘ q (f d%
Q%
Die obere Grenze des g-Integrals ist A = 1; sie kann gleich oo

gesetzt werden, weilffA—FCq‘)]z-Ag fiir q & 1 praktisch gleich Null

ist.

- 20 =
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Addition der Abschirmungskorrektur zu (1a.17) ergibt
~ e
(23.5)d8y, = 24 %‘3 Z(Acega—@-(ne)‘— [4+&% hey-9)] [ 098°- 5G] ; olg.

Die nachtridgliche Berechnung der Abschirmungskorrektur unter
Benutzung von §«4% stammt von Olsen und Max1mon1). Unser }(}—)
unterscheidet sich von dem bei Olsen und Maximon definierten
#(é?)um den Faktor 2.

2
Fiir die exponentielle Abschirmung wird mit dem [X—FT@{I von.
¢l. (2.11)

(2a.6) *g(—g—) = - foa (A +

2.2

Bf)_

Hiermit wird aus Gl. (2a.5)
(2a.7) dg’i - 3; %{léeg(l—-g)-(ha)& + Ph»ei. 45?(4-3)]?0(3 H(g)zdg )

wobeil

(2a.8) - 3% B, - Y& o4

HGB
ist. Mit u als Variable lautet (2a.7)

(2a.9) d@g, = uzd%g/ceg%‘-(ue)‘w [4+&% kegu?] oy H(§)§§ ndu .
Diese Gleichung wurde von Schiffg) angegeben; er setzt

(28,.10) ——e—- z/MA

Dies entspricht einem 2¢= 1,09, Die von Schiff geforderte Bedin-

—_
gung M = E, @oi iﬁ’:‘ flir den Emissionswinkel ist nicht notwen-
dig.

Bei der ¢ -Integration in (2a.7) treten die Integrale

A
(togH(g)dg = Rog MA) - Z arcla s + 2
und

ii
A8

Qg(A-g)Qo.kh(g)olg Z oo HON) - 2 .(’o% (Aead) — 2 Lo arcdy b+ 2 w

9) Phys. Rev. 83, 252 (1951). - 21 -
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auf; dabei ist

aﬁ
(22.11) s = ST = S, 9”%=§/§'

Hiermit wird

(2a.12) d2g = -'Z.$%{(Ai@"—%—e)[ﬁogﬂ(u—%w%&+/1]

+8[Z’Tfo%(4+&‘)+ (:EQ;)W%Q’ _;.—]g .

Diese Gleichung stammt ebenfalls von Schiffg). Der Summand EE¥~]
ist fiir b = o0 gleich %f-, f811t mit abnehmendem b monoton und
kann fiir b < 3 weggelassen werden. Fir b => 0 (keine Abschirmung)
geht (2a.12) in Gl. (1a.19) iiber. Fir vollsténdige Abschirmung,

b >»> 1, wird

da - 4T e g ImGE £

Der Vergleich mit (2.13) liefert den von Schiff angegebenen C-=Wert
(22.10). Die Schiff-Formeln (2a.9) und (2a.12) geben die exakten
Wirkungsquerschnitte fiir das Thomas-Fermi-Atom bei keiner Abschir-
mung und bei vollsténdiger Abschirmung. Bei teilweiser Abschirmung
sind die durch (2a.12) gegebenen Werte fiir die Frequenzverteilung
zu grofl; der Fehler betrigt in ungﬁnstigen Fillen (bei groBem 2Z)
bis zu 4 %.

Zur Verbesserung der Schiff-Formeln wurde von Olsen und Maximon
statt der exponentiellen Abschirmung (2.7) die Molieérsche N&herung
(2.8) benutzt, siehe1), ¢l. (6.31) und (8.15). Dies ergibt Formeln,
die genau die Werte der Rechnung von Bethe und Heitler liefern,
aber sehr unhandlich sind.

Eine einfache Formel, die in guter N&herung die Bethe-Heitler-Werte
liefert, erh&dlt man, wenn man nicht ¢(x), sondern A—FQqﬂzdurch ge-
eignete Nidherungen approximiert. Eine solche N&herung ist

[l = 4 = ot
(2a.13) A- F(g)
A=A (G ‘ia)a
mit
ae; 3’
(2a.14) ‘X‘SO")_.'L) fx,.--’l.,%, (%":-—A-i{l_

1Q) Proc. Roy. Soc. A 146, 83 (1934). - 22 -
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Der Ansatz (2a.13) ist eine Erweiterung von (2.11), so daB die
Schiff-Formeln Ubernommen werden konnen. Die 42 wurden durch
Probieren gefunden. ®(x) ergibt sich aus (2a.13) durch Fourier-
umkehr (siehe Gl. (2.10)) zu

¥

P = 2 Y-}/ ('x'-+co°-)"‘ pim wx oo .

In den Fig. 1 und 2 sind (x) und [4- F(q,)]z nach Gl. (2a.13)
im Vergleich mit der exakten Thomas-Fermi-Kurve und der Schiff-

schen Ndherung angegeben.

Mit dem Atomformfaktor (2a.1%) wird
(22.15)d3g , = 4$%{Aceg*ﬁ-(»e)‘+[x+e‘ weg'ut] 4 ZMH (@){ § udu

mit

. =
(2a.16) #‘?6.5%(5{‘{', B = 'é” , C,=233, C,=52,6G.

Entsprechend ist die Gl. (2a.12) zu verallgemeinern. Das Resultat

kann in der Form
(2a.17) d3y = g%f(ﬂe")fa——f—s‘a?

mit

4
@ = 2~ hhegd - Z{f?a«g(ﬂﬁa‘)«“-‘:‘rwx"’&%

(2a.18) "
@, = 3.-42936‘ — {(J"' g‘)fo%(l*ga‘)* Wﬁec g

geschrieben werden, Die Schiff-Formeln erh&lt man, wenn man 01 =

C2 = 111 getzt.

In der Schreibweise von Bethe und Heitler1o) ist

(22.19)  d2g = $ 92 JCe) G- LhogR] - L& [0~ P B]

dabei ist

Aoo R 200d

= Et.—:/“' £y

(2a.20)

.
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= 9% =

Keine Abschirmung bedeutet ¢ >» 1, vollst&ndige Abschirmung ¥ = 0.

Die Funktionen &hs(f)‘wurden von Bethe und Heitler numerisch berech-

in Kurvenform angegeben. Nach Butcher und
Messel11) konnen sie approximiert werden durch

. . il
net; sie sind in

b,(3) = 20,364 - hkod ¢ + 445G ¢* . vas
b ¢S ON35
(2a.21) b, (g) = 20,209 - 2,625 - 0459 ¢? Pegs o
$, (1) = $,(¥) = 43,80 — 4 484 Rog (¢ + 0,635) Rue § > 0435,
Aus den Gl. (2a.17-20) folgt
b2 (8) = Bz * %Qo% R = 200

g’
-‘H?o%c‘u\ - H.a,:z.oo - U Qog ¢ - .‘;; 90172-.

Hiermit 148t sich die Genauigkeit der angegebenen N&herung ver-
gleichen:

g o ou 02 A2 465 2 3 5

Q“Bethe und Heitler*) 20,84 /3,28 49,00 Moe 4621 A4 -  —
Butcher und Messel 2099 49,29 905 Arog A3 4565 A433 4252

nach Gl. (2a.18) 20,92 A335 Axag Aok A5 4563 A439 43,58
Schiff 20,83 A3 5% A9,3G6 AMUE 465?45 9% A4S 426k
$,Butcher und Messel | 2024 A3 U905 M08 Je 23 A5G 433 4252
nach Gl. (2a.18) 20,05 ML a5 Arow A6 26 ASho  AtHO A58
Schiff 20,46 9wy A3,38 MMy 664 600 A45I A6k

Zur Berechnung der Frequenzverteilung ist die Bethe-Heitler-Formel
(2a.19-21) bequemer als die Gl. (2a.17-18). Da es aber bei Bethe
und Heitler keine Formel fiir den auch im Photonwinkel differenti-

ellen Wirkungsquerschnitt gibt, muB zur Berechnung von de,,‘u
die Gl. (2a.15) benutzt werden.

11) Phys. Rev. 112, 2096 (1958) und Nuclear Physics 20, 15 (1960).

* ) siehe Olsen und Maximon1), Tabelle II.
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Gesamter Strahlungsverlust

zﬁgk. = 9%—00'3& kann aus (2a.19) berechnet werden, wenn man die
<ga(t) von Gl. (2a.21) einsetzt und ¥ als Integrationsvariable
benutzt. Dies liefert jedoch sehr lange Formeln, so dafl eine nume-

rische Integration bequemer ist.

Durch die Abschirmung wird insbesondere die Zahl der weichen Quan-
ten stark reduziert. Nach Gl. (1a.20) divergiert dég, wegen des
log iﬁégi fir kK &+ 0. Diese Divergenz verschwindet infolge der
Abschirmung. Pir k =+ 0 geht ¢ == 0, und dies bedeutet vollstidndige
Abschirmung. Nach Gl. (2.13) ist dann dés’*.- —g;dalp endlich.

b) Paarerzeugung

Die Wirkungsquerschnitte flir Bremsstrahlung (1a.11) und Paarer-
zeugung (1b.10) unterscheiden sich durch

d_.k. —_— Ei dE,

(2b.1) k —52 £ —> — o,
Hiermit ergibt sich aus Gl. (1a.12)
ELdE, 2 dd
daE"?' - 2# 452[:14..1 +‘H§(A-—§)]+20(2 [A G?(l g)]?(_é“TLQ)* .

Die weitere Rechnung verléauft genau wie bei der Bremsstrahlung.
Die Schiff-Formeln (2a.9) und (2a.12) lauten

(2.2) d&r-u REX 5%3‘;15"““‘;“1‘ G- + [h*s b g [ oy HCp)] ol
mit .

A 2 a2.2 _ 3/p

fip ~ ST, g
und

(2b.3) o\%FA-2;éfé?gi§(A+d&+-§-d)[ﬂo%H(A)—-jf:-md%&+A]
| H(2- %)
— o[ o (e + 20D oudy - £ L 24
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mit

3_1
A L 84+ d) Q.s_g)

M d
wobei jetzt natiirlich das 8 von Gl. (1b.6) gemeint ist. Die nach
(2a.13) verbesserten Formeln lassen sich mit (2b.1) leicht aus
den Bremsstrahlungsformeln entnehmen, so daB wir sie hier nicht
anzugeben brauchen.
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3. Coulomb-~Korrektur

Statt durch ebene Wellen (= Bornsche N&herung) wird das Elektron

beschrieben durch Wellenfunktionen vom Sommerfeld—Maue—Typ12’ 13):

. B
Lpr

(3.1) ¢=e {,{—3-%-(2‘,axxad)%u(?);(i;5.’x;;f,r-z;?).

Dabei ist

-3
of = {d4,di,d3§ = Dirac-Operator
3o
u(pP)= Spinor fiir die ebene Welle
P = konfluente hypergeometrische Funktion
und
(3.2) a = 2/137.

Mit der Wellenfunktion (3.1) wurden von Bethe und Maximon13)

die differentiellen Wirkungsquerschnitte flir Bremsstrahlung und

Paarerzeugung berechnet. Die Integrationen wurden flir die Paar-

erzeugung von Davies, Bethe und Maximon14), fir die Bremsstrah-

15)

lung von Olsen und Maximon ausgefihrt.

Die Wellenfunktion (3.1) liefert eine Entwicklung der Wirkungs-

Y

querschnitte nach Potenzen von T = T?%"E' Wie bei der Bornschen
Nsherung ist also weiterhin B =~ 1, E>»1 vorausgesetzt, nur die
in (1a.4) geforderte Beschrinkung auf kleine Z f&1lt weg. Die
Fehler sind hochstens = 1 %, wenn bei der Bremsstrahlung

E > 50 MeV und bei der Paarerzeugung E1 5 > 50 MeV ist.
4

a) Bremsstrahlung

Wir lassen die Abschirmung zunéchst weg. Zur Berilicksichtigung
der Coulomb-Korrektur ist der Bethe-Heitler-Wirkungsquerschnitt
(1a.2) mit dem Faktor

12) siehe Rose, Relativistic Electron Theory, S. 237.
13) Phys. Rev. 93, 768 (1954); zitiert als BM. :
14) Phys. Rev. 93, 788 (1954) ;zitiert als DBM.

15) Phys. Rev.114, 887 (1959); zitiert als OM.
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(3a.1) ROO = (22)" fV209 + aty "W 6of

Ap a0

(siehe BM, Gl. (8.20)) zu multiplizieren. Dabel ist

Y
y = -E’j&‘- z(?:)z) x= A=y z(%i)z(siehe Gl. (1a.13))

(3a.2)
V(x) = F(~+, Lu; A x) (F = hypergeometrische
Funktion)
W(x) = a’!z-‘;-g- = F(A-£a, A+ca; 25 x).

Der PFaktor (3a.1) gilt auch flr die Bremsstrahlung durch ein
Positron. Die Wellenfunktionen fiir Elektron und Positron unter—
scheiden sich zwar durch das Vorzeichen im Parameter iak der
konfluenten hypergeometrischen Funktion, in (3a.1) jedoch ver-
schwindet dieser Unterschied, wenn der Endzustand, wie voraus-

gesetzt, extrem relativistisch ist.

Die Punktionen V(x) und W(x) haben die Potenzreihenentwicklung

(52.3) VO =E T WO Z S
mit

Qoo’ Ceo = A
(3a.4) Go = at(A%+a?)(2%+0) - (ZM-AYz+m*)

{ﬂrhﬂz.d.
Cm= (At+at) (At +a?) - (mE+a?)

V(x) konvergiert fiir 0 € x £ 1, W(x) fir 0 € x <1. Fur X a1

konvergieren die Reihen (3a.3) sehr langsam; hier werden zweck-~
*

miBig die Entwicklungen

VG = e {/—a" 3 ——“1‘-‘——&5,.—9«'50-»]0-,()““?

Ly " 7o Ml (M
(3a.5) Biuta < Cw m
W(x) = — % e [}{“— Po%(l—x)](l-x)

benutzt. Die Cam sind in (3a.4) angegeben. Fur @M und XM gelten

Rekursionsformeln:

*) siehe Erdélyi, Higher Transcendental Functions, Bd. II, S. 110,
Gl. (12). Die dort angegebenen B.und Ya lassen sich mit Hilfe
der Funktionalgleichung der  —Funktion und der Darstellung

¢y =— C + (h-A)Zm ,

mmA

in die Form (3a.6) bringen.

C = 0,5kk215 ...
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Bo = A-28(%), ¥o = — 24(%)
B _ + (Mm+A) + (M) _ 2 (meA)
Mep = ()’M (MEAY(mM+ 2D CYARET S
_ 2 2(m+A)
(Ba.6) %M""‘ B %’“‘ * A Cmeadd 4 ad
2 = A 2 hiod m
QOZ) =4a 2 "2("0” {g»(.zwx)-/i?

T -
MEA M(M +«&) Avad m=A

4 G
a"{ A +o,zozoc—o,oac°3a‘+o,oo g3a - 0002 a +§
A+ad )

0

g(z) = 25: n~? bedeutet dabei die Riemannsche Zetafunktion.
ra=A

In Pig. 3 sind die Funktionen V(x) und W(x) fir Blei, in Fig. 4
ist die Coulomb-Korrekturfunktion f(Z) angegeben.

Im allgemeinen ist Gy, <« ¢ . Nach Gl. (3a.2) ist dann y << 1 und

x = 1. Piir x = 1 ist nach (%a.5)

(3a.7) Vo) = TS We - BT £000a) + feqy .

Das yW(x) in (3a.1) ist dann O(ylogy) und kann vernachléssigt
werden. Mit R(x) = 1 ergibt sich der Wirkungsquerschnitt von
Bethe-Heitler.

Abweichungen von der Bethe-Heitler-Formel treten auf fiir q, = 0.
Damit ist x = 0, und der Wirkungsquerschnitt ist kleiner als bei
Bethe-Heitler.

- PFir q, = 0, q <1 wird auch die Abschirmungskorrektur wesentlich.
7ur Berechnung des Wirkungsquerschnitts miissen Abschirmung und

Coulomb-Korrektur gleichzeitig beriicksichtigt werden; die Multi-

plikation mit dem Abschirmungsfaktor [3 - F(q)]2 ist nur in
Bornscher Nidherung erlaubt. Die Rechnung von Olsen, Maximon und

Wergeland16)yliefert folgendes Ergebnis:

16) Phys. Rev. 106, 27 (1957), Gl. (7b.13); zitiert als OMV.
Vergl. hierzu auch Koch und Motz, Rev. Mod. Phys. 31, 920
(1959), Formel 1CS.
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In der Bethe-Heitler-Formel (1a.2) ist [H - F(q_)]2 zu ersetzen
durch

n e0 0 2 7/?
B = %/ggd? ’5,4(9‘11) S) Y }JA(?Y)[A FOy Qe )] d

(%3a.8) )""'+<;"a

- P {-’lia S.;,!°(¢") [4-Foo] dx?/‘z

wobei ho und BA Besselfunktionen sind. Zur Berechnung des Wir-
kungsquerschnitts ohne Abschirmung darf, wie in OMW diskutiert
wird, das F(x) nicht identisch gleich Null gesetzt werden.

Wir zeigen, daB B fiir a = o (nur Abschirmung, keine Coulomb-
Korrektur) in den Abschirmungsfaktor [? - F(q)]z, fir F(q) =
(nur Coulomb-Korrektur, keine Abschirmung) in den Bethe-Maximon-
Faktor R(x) von Gl. (3a.1) ilibergeht. '

Fir die exponentielle Abschirmung wird mit dem [H - F(q)] von
¢1. (2.11)17)

0 hoCex) [4- FooT O x N
S7 ?xf o ¥ = ?%"T?Tﬂdh I(.(g(?.)

© (-]

und
 rttuen [1- FG/vEeg)] d,,,? VRGO dy < o/aad K, (YT )-

y2+gd Bhegy +v*
sind die modifizierten Besselfunktionen. Hiermit erhdlt

KO und K

man

(3a.9) R = MI S)?}j (?91)“ (? /ﬁ_-““l,,) esz-Ko(?@)d?lz'

18)

1

Fir a > 0 ergibt sich mit

= 9
Kaea D KA(9Ypt+gt)de = -
?? (eq QYR +%, ) d¢ MCP’Q‘*‘X”

der Abschirmungsfaktor

2 _ q*
B > [4-F@@)] ((y. a.):.

17) Watson, Theory of Bessel Functions, second edition, S. 425,
Gl. (5) und (4).

18) Watson, S. 410, Gl. (2) mit Kq(z) = K_q(2z).
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von Gl. (2.11). Fir F(q) >0, B >0 ist

Ko (RB) = — Qo%ll%.@. , g = ANsioky ..

so daf

3 g g2

Do" *** Niea,y Ky (o9, de|”

(4]

19)

wird. BEs ist

T(A-La) T(2-4 2
9, T(A-La) T(2-La) F'(A-La).’z-iﬂj-Z“‘iL—)

;Lzm-qa's—am ) 9;

0o# "%k, g9, Ko (oan) 3 =

it YVCFia>ﬁ”= _Tf' , der Transformationsformel
’xAM [ &
- R,
Fa,0; ;%) =U-RY" " Fa,c-&;c; )

qz
und '—if = X erhidlt man

B = <’t,~nu0t) ‘(,4 tay FU-La,roa; 2, x)l

Die relatio inter contiguas
(c-oYF(B44,a; ced;R) = ¢ Fa,b,c;») — a(4-RYF(ard, b4, ct4; k)
liefert schlieBlich den Bethe-Maximon-Faktor (3a.1)

Die allgemeine Integration der Bethe-Heitler-Formel (1a.2) mit

dem Faktor (3a.8) ist nicht mdglich, aber auch nicht nétig. Nach
der Integration iUber die Richtung des austretenden Elektrons

(nach derfy—integration) konnen Abschirmung und Coulomb-Korrek-—
tur getrennt berechnet werden. Wie von Olsen2o) gezelgt wurde,
liefert die Berechnung des Wirkungsquerschnitts mit Coulomb-
Korrektur und anschlieflende Addition der Abschirmungskorrektur
(2a.3) dasselbe Ergebnis wie die Integration mit dem beide Korrek-
turen gleichzeitig enthaltenden Faktor (3a.8). Wir werden diese
Verh&ltnisse bel der Behandlung der Paarerzeugung noch genauer

diskutieren.

Der Faktor (3a.1) ist unabhingig von » und € . Die Integration
liber /7 kann wie in la. ausgefitlhrt werden. Die Gl. (1a.14) mf% dem
Paktor (3a.1) multipliziert. Statt (1a.15) ist (XRE oy oy

19) Watson, S. 410, Gl. (1).

20) Phys. Rev. 99, 1335 (1955). -t




o B =

berechnen. Die Integration gelingt mit Hilfe der Differential-
gleichung fiir V(x): 3

(3a.10) (x—x)j—x(x:"_:)= a*V.

Mit (3a.10) und %—Y = a°W wird

A—’-:T(V"-t-a"'y"k/") - (4_}-’; + ax W") - (V*+a® x"'Wz)
(3a.11)
= & oviv) - L [wvioxto-nat?].

Es ist also
4-82 A-8*

02809 4y - () [wi—xvhx‘a-x)«"w*]/ ~ — Rog 8= A~ 2008,

letzteres wegen (3a.7); dabei sind Glieder 0(32 logcg) vernach-

lassigt.

R(x)

Der (1a.16) entsprechende Summand 8"?2—;;— dx 1liefert nur fiir

1 = x = 8 , X = 1, einen wesentlichen Beitrag. Dann ist
R(x) = 1, und wie in (1a.16) ist ’

a.
8 37( f?(x)dx ~4
; ; ” *)
Hiermit erh&dlt man

(3a2.12) dak.g = Q 3 %g(uea)(s-u’) —QSD—#g(A-g)T']gdg

mit :
T = Qo%é‘ + 2+ {?(?z).

Addition der Abschirmungskorrektur (2a.§ und 4) ergibt
&
(a.13) 7= 4 [2eq8%- ()] + 2 + 0.

Mit # als Variable und dem Atomformfaktor (2a.13) wird schlieB-
lich

(3a.14) d_a,,.u = 4;%;(“&“)(’3—27") - 25[4-422,(!"'71]? g",uolu

*) Die Gl. (3a.12 und 13) sind in OM, Gl. (7.2) angegeben. Man be-
achte, daB8 T und%(dg) dort anders definiert sind. k(S/5) wird
von OM mit Hilfe der Moliédrschen Naherung (2.8) berechnet.
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mit
2 2, 2.2 ey =233  C, =536
Ts’-‘%%ﬂo%@' +{3,,§)+Q+Q(72),(Z,;-—é:—, GA 233 ) /
(%3a.15) & E.-k -
S trmmw €T TR 0 MRS ¥TIGES

f (%) wird nach den Gl. (3a.6) und (3.2) berechnet.

Die Gl1. (3a.14 und 15) enthalten die Abschirmung nach dem
Thomas—Fermi-Modell und die Coulomb-Korrektur. f (%) = O bedeutet
Vernachlédssigung der Coulomb-Korrektur, Bi = 0 Vernachléssigung
der Abschirmung. 01 = C2 = 111 gibt die exponentielle Abschir-
mung nach Schiff.

Die §-Integration wird wie in 2a. ausgefilhrt und liefert
(5a16)  de = § 2 Jaeet) g 4] - Lo - 400e] §

mit den (. , von Gl. (2a.18) oder

(3a.17) d3g =$-G:-g?-zc(uez)[cb,m—igfa%)z‘-woz)] ~2e[f@)-Liak -#eoz)]é

mit § von Gl. (2a.20) und den <#1 2(g) von Gl. (2a.21). PFlir voll-
9
stdndige Abschirmung ist

deg = ”'; %{U*’Ez—%&)[&% ’;;; —(‘?()z)]+ é—'% .

Die Coulomb-Korrektur ist kleiner als nach der Gultigkeitsbedin-

gung fir die Bornsche N&herung (1a.4) zu erwarten ist. Pir Blei
ist f£(2z) = 0,33 und log -'g% = 3,7. Selbst in unglnstigen Fillen
(groBes Z, vollstindige Abschirmung) betrdgt die Coulomb-Korrek-

tur nur 10 %.

In den Fig. 5 bis 8 sind die Wirkungsquerschnitte fir Blei ange-

geben, u. z. in

. ' £ Jzku .
FPig. 5 und 6: - : fiir E. = 6 GeV
& ¢ dkau o
Fig. T: % dda; fir E, = 1 GeV und 6 GeV
Fig. 8: i’é‘i_ - %?-ﬁ— d&k ; hier wurde numerisch integriert.
¢ [
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o2 g,
Man beachte, dafB %?-;;Ef— nicht die differentielle Intensitét

des § -Strahls pro Einheitsraumwinkel ist. Diese ist wegen
d2 g = rim @, dQ,d$ ~ moum proportional zu

& d%ku ~ k dak,u

—_—

ofe o2 k- molu

Die Kurven sind in Fig. 9 (Ordinate in willkiirlichen Einheiten)

angegeben.

b) Paarerzeugung

Wshrend bei der Bornschen Nidherung filir das reine Coulombfeld
und auch noch bei der Abschirmung Bremsstrahlung und Paarerzeu-
gung parallel behandelt werden konnten, treten bei der Coulomb-
Korrektur Unterschiede auf. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt fiir Paarerzeugung ist komplizierter als der filir Brems-
strahlung, und die Integration des Wirkungsquerschnitts ist

fiir die Paarerzeugung sehr viel schwieriger.

Die Unterschiede im differentiellen Wirkungsquerschnitf rithren
her vom asymptotischen Verhalten der Wellenfunktionen im Matrix-

element. Im Matrixelement filir die Bremsstrahlung
>
LR
Hy ~ § ¥ruge™ "k d

ist der Anfangszustand @ = ebene Welle + auslaufende Kugelwelle,
)

*
der Endzustand ¢ = ebene Welle + einlaufende Kugelwelle 7. Im

Matrixelement filir die Paarerzeugung
ke
He ~ (6 ag 4% e “ " de

bilden das Positron & und das Elektron ¢, den Endzustand, und

beide haben eine einlaufende Kugelwelle. Dies bringt gegeniiber

*) zur Begriindung siehe die Diskussion des Matrixelementes in BM,
Abschnitt IV, und die Arbeit von Breit und Bethe, Phys. Rev.
93, 888 (1954). Anschaulich kann man sagen: Die einlaufende
Kugelwelle muB genommen werden, damit die Austrittsrichtung
des Elektrons eindeutig definiert ist.
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der Bornschen Ndherung, wo nur die ebenen Wellen benutzt werden,
einen Unterschied in den differentiellen Wirkungsquerschnitten

flir Bremsstrahlung und Paarerzeugung.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt unter Vernachlissigung
der Abschirmung und mit der N&herung flr hohe Energien und
kleine Winkel ist (siehe DBM, Gl. (1))

29 / wa \*EAE, uduododé
(Bb. 1 ) A&EA, ,u"”,d) = o= 2.7 {tAMTa’ 4&3 A q’“‘

| {V“(m[z« (u¥e*+ u¥m*) - gfylzz(uu*")wcmé + (Y (i fv"')]]

+a a0l Wl(vz)[?.«(uzg’# LYY + (U+at) v gy cond - (AM)Q[/- (u¥0%) §f7]]?.

V(z) und W(z) haben dieselbe Bedeutung wie in 3a, und es ist

(3b.2) fa= A-w rwsgfyg"‘, Stcw s 4.

=g

Bel der Bremsstrahlung wurde die Bethe-Heitler-Formel mit dem

Faktor (3a.1) multipliziert; hier ist die Bethe-Heitler-Formel

0 2
mit [m;:u VO“] multipliziert, und es treten zusdtzlich Glieder
mit W(z) auf.

Die Schwiefigkeiten bei der Integration rilhren vom Argument z

in den Funktionen V und W herh Wéhrend bei der Bremsstrahlung

die Variablen x = 1=y, y = 37 auftraten, sind die entsprechen-
den Variablen jetzt z = 1-w, w = ?@qz . Die Integration iber
die Funktionen V und W ist nur mit Hilfe der Differentialglei-
chung (3a.10) mdglich, und wenn diese Integration nicht hoff-
nungslos kompliziert werden soll, muBl das Argument der PFunktionen
V und W, also bei der Bremsstrahlung das x, bei der Paarerzeugung

das z als Integrationsvariable genommen werden.

Andererseits sind durch die bei der Bornschen N&herung benutzte
Integrationsmethode bestimmte Variable ausgezeichnet. Un das

von €, % und ¢ abhiangende q4 im Nenner der Bethe-Heitler-Formel
wegzubringen, wurde bei der Bornschen Ndherung der Ubergang
q->2 > x durchgefiihrt. Nach der 7-—Integration sind § und 4
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unabhéngig voneinander. Der Ubergang 2 -> x ist fiir die Born-
sche N&herung nicht notwendig. Weil aber bei der Coulomb-Korrek-
tur filir Bremsstrahlung schlieBlich doch das x eingefiihrt werden
muf3, haben wir dies schon in 1a. getan. Zur Beriicksichtigung
der Coulomb-Korrektur muB dann der Wirkungsquerschnitt aus 1a.
mit dem Faktor (3a.1l) multipliziert werden, und die Integration
liber x kann mit Hilfe der Differentialgleichung (3a.10) ausge-

fithrt werden.

Bei der Paarerzeugung erfordert die Bornsche Ndherung das x,

die Coulomb-Korrektur das z als Integrationsvariable. Beide
Forderungen lassen sich erfilillen durch eine von Bethe8) stammende
Methode, bei der getrennt liber kleine und groBe RiickstoBimpulse’

integriert wird.

Zwischen x und z besteht die aus den Gl. (3b.2) und (1b.9) fol-
gende Beziehung

d"-
2.2’
Wir unterteilen das Intervall J$*E w €4 durch ein W, mit
$*«mw, < A in

(3b.3) 2+8*=w , y-= x= Aoy, Jo=A=-a0.

2 2

Gebiet A: dizaw< w,, g'=ql. %8"2 , aw=2+d? % << A
2 L3

Gebiet B: Mg w =4, 9 =q° w=d Wy 4.

Diese Unterteilung gestattet in A die Vernachldssigung der
Coulomb-Korrektur, in B eine Approximation im RiickstoBimpuls.
Bei der Addition der Teilergebnisse, d2 = d2*+d2®, f£a11t das

Wy heraus.

Wegen w < w, << 1 kann in A V(z) = V(1) ={t‘;2¢ gesetzt und
wW(z)z-—jﬁﬂELQulogau vernachléssigt werden; dies liefert die

Fa
Bethe-Heitler-Formel (1b.10). Wir integrieren uber‘y und erhal-

ten (siehe hierzu Gl. (1a.12))

El‘;i£‘{ﬂ[;l+e(a+ Il»ct%CA-%g-:» 2 Qz[x-ég(x-g)]g dR¢

A -
d% EA)?IQ = -Zé (6"7'4,2)4 .
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2
Die A -Integration geht nach Gl. (3b.3) iber 0 = Q< Wy - d‘
Der Ubergang zum x von Gl. (1b.11) ergibt (siehe Gl. (1a.14))

48l - 2F B0 L hagopye 282 [1-geg]g 2% o
é‘%

A
16) ausgefiihrt und liefert (unter Vernachlissigung derselben

mit . Die x-Integration wird wie in (1a.15 und

3lieder wie in 1a.)

A= $Yw, ,4—837"34
x dx __" _ y2alx
9 = - 90% A, ToE = w, .

Hiermit wird
da: 5 = 2¢ b‘ d‘:‘ f[Ah& + hag(4- g)][- Rog‘& + fog a0, —A]
+ 2ot aw, f»{ ce(r- g)‘_@d§

Im Gebiet B ist awva X . Wenn wir in (3b.1)

-2ueggeed = geg-Agy-w  und o ~ 32
(s. G1. (1b.8 und 9)) einsetzen, wird
¢ / wa \2 5E, dgoly dw

3 4
42 ¢nw = o= (Fiva

k2 -Gyt 2u(sen-2gg) -0
2
§ 08 [o (4+42) + 2w (50" + a* W20 [Che Y 20 (4r®) - 4“(?*”2)(2‘§'"?ﬂg

fal

Bei der # ~Integration tritt neben den auf S. 9 angegebenen
Integralen A, und Bzdgs Integral

Ky= 9(§+32$;?) dmy = T;4§(4-§)+220[J—5§(4-§)]— waﬁ-cg(,c-g)]jz |
auf. Hiermit erh&dlt man
-~ 2
42z, 50 = 28 (Tya)' E52 Sl uts ieg 9] [\ ]

+ 2w [ G5a-93] [V0m +atnt Wiw]{ dudg

mit 0 €2z € 1- W4 . Die z-Integration wird wie in (3a.11) aus-
gefiihrt und ergibt (unter Vernachlissigung derselben Glieder

wie in 3a.)
A=Wy

0 “f(;:) +atrWim[dr < = VW|

A=y

- (fa‘uua)ﬁe(,})+9%w47

- 37 -




- 37 -

und
A=W,

Q[V'z(nna r*wiey]dr = fvzv“ r'()-1a) o W‘]IA e (’*“““) [4-2,]
so daB

aam - af ErTn “t‘ §[m +hag(- ] [- 2402) - foq e, |

+ Qu [A- cy(-9][4- wJ?

wird.

; A 2 .
Die Addition von d2” und A& ergibt

(%b.4) d2 Fug = Q 4) Ey dEA g(/‘...d'l)(g aT) + 2« [/l #§(1—§)T']{

mit

T = 9@%8+2+Q(E).

SchlieBlich muB noch die Abschirmungskorrektur addiert werden.
Bei kleiner Impulsiibertragung, q << 1, Gebiet A, gilt die Bethe-
Heitler-Formel. Die Coulomb-Korrektur tritt erst flir ¢ = 0(1)
auf. Da die Abschirmung nur fiir q <<1 von Einflufl ist, koOnnen
(im Gegensatz zur Bremsstrahlung) schon im differentiellen Wir-
kungsquerschnitt<i85”ghem,¢ Abgchirmungs- und Coulomb-Korrek-
tur getrennt behandelt werden, indem man, wie es bel der Born-
schen Ndherung erlaubt ist, den Wirkungsquerschnitt mit EL-Fﬁfﬂz
multipliziert.

it Abschirmung gilt das T von Gl. (3a.13). Mit m als Variable
und dém Atomformfaktor (2a.13) ist ‘

(30.5) d2g, , = 4—»%{(H«“)@—zrhz«[,{-4{%7’];{\;%4“

mit
7=%22‘ Pog (§%+8%%) + 2+ 00D, f;.,__ d,= 233, C,= 52,6
(3b.6)
R-E. = E e A
8’?&':‘?7)’»“‘ g AT B, §TOR

- %8 -



- 38 -

Trotz den verschiedenen differentiellen Wirkungsquerschnitten

fiir Bremsstrahlung und Paarerzeugung entsprechen die Gl. (3b.4
und 5) genau den Gl. (3a.12 und 14), wenn man die Substitutionen
(2b.1) vornimmt. Dies ist die Folge eines Satzes von OlsengO),
nach dem zur Berechnung von <i3“'§ fiir die Wellenfunktion y

des auslaufenden Elektrons ein beliebiges (vollsténdiges) Funk-
tionssystem benutzt werden darf; insbesondere darf fiir ¢ die
gewthnliche Streufunktion mit auslaufender Kugelwelle genommen
werden. Dies filhrt zu dhnlichen Verh&ltnissen wie beil der Paar-
erzeugung: Beide Flektronenzustinde enthalten auslaufende Kugel-
wellen. Man erh#dlt zun8chst einen zu (3b.1) analogen differentiel-
len Wirkungsquerschnitt d&k‘ﬁ‘%* , der falsch ist. Der nach
der Integration iiber alle Richtungen des auslaufenden Elektrons
resultierende Wirkungsquerschnitt deé R, jedoch stimmt mit
(3a.12) iiberein. Dies ist auch der Grund dafiir, daB die Abschir-
mung in d&a'g getrennt von der Coulomb-Korrektur behandelt
werden darf. In dem falschen dak,g,nz,‘# tritt die Coulomb-Korrek-
tur wie bei der Paarerzeugung bei groBen g auf und ist unabhéngig
von der Abschirmung. Multiplikation mit [ﬁ - F(qi}2 und Inte-
gration liefern dann den richtigen Wirkungsquerschnitt d%k'g
mit Abschirmung.

Die G1. (3b.5) gibt die Winkelverteilung flr das Positron. Da
der differentielle Wirkungsquerschnitt symmetrisch in 4 und @
ist, gilt dieselbe Gleichung fiir da Ey,0 (Im Gegensatz zur
Bremsstrahlung, wo man aus (3a.14) zwar ein dak‘m erh&8lt, das
aber wegen der Definition des Winkels ® nicht die Winkelvertei-
lung der gebremsten Elektronen liefert.)

Die A« -Integration in (3b.5) ergibt fir die Energieverteilung
d2 sz, dieselben Formeln, die man mit den Substitutionen (2b.1)
aus (%a.16 und 17) erhdlt, so daB wir uns die Angabe des dé s,
ersparen kdnnen.
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In den Fig. 10-14 sind die Wirkungsquerschnitte filir Blei ange-
geben, u. z. in

Fig. 10 und 11: ”‘%‘2 ‘:f__"&:‘ fiir k = 6 GeV
A

Fig. 12: &%‘- dj_‘ fiir kX = 1 GeV und 6 GeV
A

Pig. 1%: % - —%—90'35‘ (numerische Integration)

Fig. 14:

(bezogen auf den Raumwinkel,
Ordinate in willkiirlichen Ein-
heiten).
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