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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Standardmodell der Elementarteilchen-
physik

Das Ziel der Elementarteilchenphysik ist die konsistente Beschreibung der fun-
damentalen Bausteine der Materie und der zwischen ihnen wirkenden Kréfte.
Einer der Meilensteine auf diesem Weg war die Formulierung und experimentel-
le Bestatigung des Glashow-Salam-Weinberg-Modells, das die elektromagnetische
und die schwache Kraft in einer Theorie vereinigt. Zusammen mit der Theorie der
starken Wechselwirkung wird es als das Standardmodell der Elementarteilchen-
physik (SM) bezeichnet. Etabliert wurde es durch die Entdeckung der Eichboso-
nen der starken Wechselwirkung (Gluonen) 1979 am DESY und der Eichbosonen
der schwachen Wechselwirkung (W=, Z%) 1983 am CERN, und bisher wurde es
durch alle experimentellen Tests bestétigt, z.B. durch Prézisionsmessungen an der
Z%Resonanz in eTe~-Kollisionen am CERN. Auch konnte 2001 das letzte noch
fehlende von der Theorie postulierte Lepton, das Tau-Neutrino (), am Fermi-
lab direkt nachgewiesen werden. Trotzdem sind noch viele Fragen offen. Einer
der Grundpfeiler der Theorie, der Higgs-Kibble-Mechanismus, der den Eichbo-
sonen und auch den Fermionen Masse verleiht, setzt die Existenz eines skala-
ren Teilchens, des Higgs-Bosons, voraus, welches bisher experimentell noch nicht
nachgewiesen werden konnte. Auflerdem kann das SM nicht als eine endgiiltige
Theorie betrachtet werden, weil viele Parameter, wie Massen und Kopplungen,
ad hoc eingefiigt werden miissen und nicht weiter erklart werden kénnen. Zu-
dem hat die Theorie der Gravitationskraft eine géanzlich andere Struktur als die
Quantenfeldtheorie, die die elektroschwache und die starke Kraft beschreibt.

Im Folgenden soll der Aufbau des SM beschrieben werden. Weitergehende Er-
kldrungen finden sich z.B. in [1].

Das SM ist als nichtabelsche Eichtheorie formuliert. Beschrieben wird es durch
eine sogenannte Lagrangedichte, die die kinetischen Energien, die Potentiale und
die Wechselwirkungsenergien sdmtlicher Felder enthélt. Das Grundprinzip be-



steht darin, eine lokale Symmetrie der Theorie, d.h. die Invarianz der Lagrange-
dichte unter einer Eichtransformation, zu fordern. Beim Ubergang von einer glo-
balen Symmetrie zu einer lokalen, also einer Transformation, die an verschiedenen
Raum-Zeit-Punkten unterschiedlich sein kann, miissen neue Felder, sogenannte
Eichfelder, eingefithrt werden, um die Invarianz der Lagrangedichte zu erhalten.
Geometrisch ist der Grund darin zu sehen, dass Ableitungen von Feldern nicht
mehr sinnvoll definiert werden konnen, weil sie Differenzen von Feldern an ver-
schiedenen Raum-Zeit-Punkten enthalten, diese aber unterschiedliches Transfor-
mationsverhalten haben. Daher muss zunéchst eine Beziehung der Felder an ver-
schiedenen Raum-Zeit-Punkten definiert werden, was mathematisch mittels des
affinen Zusammenhangs erreicht wird, welcher den Eichfeldern entspricht. Mit
ihm kann die kovariante Ableitung definiert werden. Sie bewirkt eine Kopplung
der Eichfelder an die Fermionen, so dass jene als Vermittler der Kréfte angesehen
werden kdnnen.

Die Symmetrie des SM ist durch die Gruppe SU(3). ® SU(2)w @ U(1)y ge-
geben. Eichfelder transformieren sich in der adjungierten Darstellung, so dass es
zu jedem Generator der zugehorigen Lie-Gruppe ein Eichfeld gibt. Die Gruppe
SU(3). besitzt acht Generatoren, die zu den acht Gluon-Feldern Gf,(a =1...8)
der Quantenchromodynamik, der Theorie der starken Wechselwirkung, fithren.
Durch SU(2)w und die abelsche Gruppe U(1)y werden die Felder W(i = 1,2, 3)
und B, eingefiihrt. Die kovariante Ableitung lautet damit:

_ Y
Op — Dy =0, —igsGit* —igwW,I" + igyBME, (1.1)

wobei t,, I; (schwacher Isospin) und Y (schwache Hyperladung) die Generatoren
der Eichgruppen und g5, gy und gy die Kopplungen sind. Mit Hilfe der Genera-
toren konnen Gruppenelemente geschrieben werden als

U(07) = exp(igT?¢"), T’ =t* 1Y (1.2)
und die Transformation von Fermionfeldern als
U — U = U(()0. (1.3)
Mit der Transformationseigenschaft der Eichfelder
V, = V/ = U@)WVU@) " +ig (Q,U@)U@) ", V,=G% Wi B, (14)

sind die kinetischen Terme der Fermionen WP, die jetzt auch die Kopplungen an
die Eichfelder enthalten, eichinvariant. Aus dem Kommutator [D,, D,]| ergeben
sich die Feldstédrketensoren

G, = 0,Gy — 0,G5 — g. [ GG,
Wi, =0W. — 0,W, — gwe?*WW},
B,, = d,B, — 0,B,, (1.5)
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mit denen sich weitere eichinvariante Terme aufbauen lassen:

1
LEichfelder = ZGZ,,GG Y ZW’ Won — ZBWBW' (1.6)

Zusammen mit der Lagrangedichte der Fermionen bilden sie den sogenannten
Yang-Mills-Sektor der Theorie.

Fermionen werden beziiglich ihrer Transformationseigenschaften unter SU(2)y
charakterisiert. Der linkshéndige Teil W, bildet ein Dublett und der rechtshéndi-
ge Uy ein Singlett. AuBlerdem werden sie durch ihre Quantenzahlen beziiglich der
Gruppe SU(2)w, dem schwachen Isospin, und der Gruppe U(1)y, der schwachen
Hyperladung, beschrieben. Eine weitere Unterscheidung ist die in Leptonen, wel-
che Singletts beziiglich SU(3) sind, und Quarks, welche Tripletts sind, sich also in
der fundamentalen Darstellung transformieren. Die fermionische Lagrangedichte
lautet:

3
EFermionen == Z Lp\ll + Z\P w\llq

IMw

e, PUs, +Z\iﬂ;% +pr D, (1.7)

Summiert wird iiber die drei Familien, welche in Tabelle 1.1 zusammen mit ih-
ren Quantenzahlen aufgelistet sind. Dort sind auch rechtshéndige Neutrinos auf-
gefiihrt, deren Existenz mittlerweile durch den experimentellen Nachweis von
Neutrinooszillationen gezeigt wurde. Da die Neutrinomassen jedoch sehr klein
sind, konnen sie in dieser Arbeit vernachléssigt werden, so dass rechtshindige
Neutrinos vollstdndig von den anderen Teilchen entkoppeln, da die Quantenzah-
len beziiglich samtlicher Eichgruppen Null sind.

Neben den bereits genannten Quantenzahlen ist in Tabelle 1.1 auch die elek-
tromagnetische Ladung angegeben. Dass sie in der Theorie bisher nicht aufge-
taucht ist, liegt daran, dass die Fichfelder, die sowohl Eigenzusténde beziiglich
der elektromagnetischen Ladung als auch Masseneigenzustinde sind, eine Mi-
schung der Felder W;i und B, sind:

Wi = LWl i),

Z, B cos By, sin Oy, Wj’ (1.8)
A, | —sin Ow cos Oy B, ' '

Damit das Feld A, mit dem Photon identifiziert werden kann, muss der Wein-

berg-Winkel Oy so gewihlt sein, dass cos Oy = gw/+\/ 9% + g% Die Quantenzahl
der elektromagnetischen Ladung ist dann (Gell-Mann-Nishijima-Relation):

Q:F+§. (1.9)



I | I Y Q

. -~ 1 1 -1 0
Leptonen | ¥4 3 Y 8 2 2
€ It T =i -1 ) -1
L L L

\If% €Rr UR TR 0 0 —2 -
\I[% VeR ViR VrR 0 0 0 0
t 1 1 1 2
Quarks | ¥4 " ¢ 2 2 3 3
d 3 b 1 1 1 1
L L L 2 2 3 3
\Iﬂé Uupr CR tR 0 0 % %
v dg SR b 0 0| =2 | —3

Tabelle 1.1: Fermionen des SM mit den Quantenzahlen schwacher Isospin [,I3,
schwache Hyperladung Y und elektromagnetische Ladung @)

Weder fiir Fermionen noch fiir Eichbosonen koénnen in der Lagrange-Dichte
explizite Massenterme auftreten, weil diese die Eichinvarianz verletzen wiirden.
Die Losung im SM bietet der Higgs-Kibble-Mechanismus. In ihm wird die Sym-
metrie spontan gebrochen, d.h. dass ein Feld einen von Null verschiedenen Vaku-
umerwartungswert erhélt. Die Lagrange-Dichte ist dann weiterhin eichinvariant,
der Grundzustand der Theorie jedoch nicht. Im SM wird ein skalares komplexes
SU(2)w-Dublett mit Hyperladung Y = 1 eingefiihrt:

¢t ()
d(z) = : 1.10
(x) ( () ) (1.10)

das ein Potential

A
V(®) = — 1% (0Td) + Z(<I>Tc1>)2, A >0 (1.11)

besitzt (weitere Terme, wie z.B. (®T®)3, wiirden die Renormierbarkeit der Theorie
verletzten). Der entsprechende eichinvariante Anteil in der Lagrange-Dichte lautet

Ly = (D,®) (D'®) — V(®). (1.12)

Das Potential nimmt an der Stelle ®; mit (ID(T)(I)O = % = 2 6in Minimum an,

2
welches zwar nicht eindeutig ist, aber gewahlt werden kann als:

Dy = ( 0 ) : (1.13)
V2

Wenn eine kontinuierliche Symmetrie gebrochen ist, treten laut Goldstones Theo-
rem zusédtzliche masselose Teilchen auf, die Goldstone-Bosonen genannt werden.
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In diesem Fall sind die Symmetrien, die den Generatoren von SU(2)y @ U(1)y
entsprechen, gebrochen, jedoch bleibt die Symmetrie der elektromagnetischen La-
dung Q = I3 + % erhalten. Aus diesem Grund treten drei masselose Goldstone-
Bosonen auf, die allerdings keinen physikalischen Teilchen entsprechen, weil mas-
sive Eichbosonen einen zusétzlichen Freiheitsgrad, den der longitudinalen Polari-
sation, besitzen. Die Goldstone-Bosonen liefern diesen Freiheitsgrad und werden
daher auch pseudo-Goldstone-Bosonen genannt. Das bedeutet weiterhin, dass ein
Eichboson, ndmlich das Photon, masselos bleibt, wie es vom Experiment verlangt
wird. Die neuen Felder lassen sich mittels einer Entwicklung um den Grundzu-
stand ®¢ von ® schreiben:

o = ( viﬂx ) . ¢ = (oM. (1.14)

V2
Einsetzen dieses Ausdrucks in Ly liefert die Massen der Eichbosonen:
ev ev
My = —, = : 1.15
W 28W 7 28ch ( )

Dabei wurde ¢y = cosfy und sy = sin 0y, definiert. Aulerdem folgt daraus die
Relation cy = %—V; Dass die Felder ¢*, ¢~ und x in der sogenannten unitéren
Eichung verschwinden, zeigt, dass sie keinen physikalischen Zustdnden entspre-
chen. Dies gilt jedoch nicht fiir das Feld 1, das dem bisher nicht experimentell
nachgewiesenen Higgs-Teilchen entspricht, dessen Masse My = v/2u ein freier
Parameter der Theorie ist.

Auf Grund der unterschiedlichen Quantenzahlen von links- und rechtshéndi-
gen Feldern verletzen Massenterme fiir Fermionen ebenfalls die Symmetrie der
Theorie. So wére z.B. ein Term —m(érer + €ger) nicht eichinvariant, weil ef,
und eg verschiedenen Darstellungen von SU(2)y, angehéren und unterschiedliche
Hyperladung besitzen. Daher wird angenommen, dass sie iiber eine sogenannte
Yukawa-Kopplung an das Feld ® koppeln:

Lvawa = — Y Vi Gro050 — Y U1 Goq¥hd — > WG, U4 + hc., (1.16)

le q,d q,u

dabei ist @ = io,®* das ladungskonjugierte Higgs-Feld, und h.c. steht fiir den
hermitesch konjugierten Ausdruck. Nimmt ® nun den Vakuumerwartungswert
an, so ergeben sich Massenterme fiir die Fermionen. Die Masseneigenzustéinde
fallen allerdings nicht notwendigerweise mit den Flavoureigenzustdnden zusam-
men. Sie ergeben sich vielmehr durch Diagonalisieren der Matrizen Gy, Ggq und
G qu- Bei Vernachldssigung der Neutrinomassen lassen sich die Matrizen, die die-
se unitdre Transformation fiir Leptonen beschreiben, in eine Umdefinition der
Felder absorbieren. Im Quark-Sektor gibt es jedoch keine Basis, die sowohl die
Yukawa- als auch die Eichkopplungen diagonalisiert. Der Ubergang von Flavour-
zu Masseneigenzustinden wird durch die Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix
(CKM-Matrix) beschrieben.



1.2 Quantisierung und Storungstheorie

1.2.1 Pfadintegral-Formalismus

Der klassische Weg der Quantisierung ist der kanonische Formalismus. In ihm
werden fiir die Felder, welche operatorwertig sind, die kanonischen Kommutator-
Relationen aufgestellt. Zusammen mit den Euler-Lagrangeschen Bewegungsglei-
chungen lassen sich dann n-Punkt-Funktionen (Greensche Funktionen) berech-
nen, welche als der Vakuumerwartungswert des zeitgeordneten Produkts von Fel-
doperatoren definiert sind (der Index H steht fiir das Heisenberg-Bild):

Go(xy,...,xn) = (0|Topg(zy) ... o (x,)[0). (1.17)

Die 2-Punkt-Funktion G (21, 7,) kann z.B. als Ubergangsamplitude fiir die Er-
zeugung eines Teilchens am Punkt x; und der Vernichtung an Punkt x5 interpre-
tiert werden. Der kanonische Formalismus erweist sich jedoch als sehr umstéand-
lich, insbesondere in nicht-abelschen Eichtheorien. Daher wird iiblicherweise ein
anderer Zugang, der Pfadintegral-Formalismus, gewéhlt. Dieser ist bereits aus der
Quantenmechanik bekannt, wo er eine zum kanonischen Formalismus dquivalente
Darstellung liefert. Er beruht darauf, dass Ubergangsamplituden als Integral iiber
alle moglichen Wege, gewichtet mit dem Exponential der Wirkung, geschrieben
werden konnen. In der Quantenfeldtheorie wird analog vorgegangen, nur dass
nicht mehr iber Wege, sondern iiber Feldkonfigurationen integriert wird. So wer-
den n-Punkt-Funktionen definiert als:

GO (xy,...,1,) = N/D<;5 B(x1) ... ¢(x,) exp {z’/d‘*:c E(:c)} (1.18)

N7l= /D<;5 exp {z’/d% L‘(az)}, (1.19)

wobei ¢ stellvertretend fiir alle Felder inklusive Eichfeldern stehen soll. Die In-
tegration tiber D¢ ist formal als Grenzwert der Integration iiber d¢(x) an allen
Raum-Zeit-Punkten z definiert:

D¢ =[] dé(x). (1.20)

mit der Normierung

Eine mathematisch exakte Definition ist nicht bekannt. Allerdings wird die An-
wendung dieser Methode dadurch gerechtfertigt, dass sie die kanonische Storungs-
theorie reproduziert.

Eine elegante Formulierung der Theorie ist mit Hilfe sogenannter Erzeugender
Funkionale moglich, welche definiert sind als

Z[J] = N/qu exp {z’/d‘*x (L(z) +J(:1:)qb(:c))}, Z[0) =1, (1.21)
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wobei J(x) als Quelle bezeichnet wird. Durch Funktionalableitung nach den
Quellfeldern ergeben sich die n-Punkt-Funktionen:
577,
= Z .
i0J(x1) .. .10 J (zp) 7] J=0

GOy, ..., T,) (1.22)
Bei mehreren Feldern wird entsprechend fiir jedes Feld eine Quelle eingefiihrt.

Im Gegensatz zu bosonischen Feldoperatoren, die im kanonischen Formalismus
bestimmten Kommutator-Relationen gehorchen, gelten fiir fermionische Feldope-
ratoren Antikommutator-Relationen. Daher miissen auch die Feldfunktionen im
Funktionalintegral antikommutieren. Dies wird dadurch erreicht, dass die Fun-
tionen und auch die Quellen Grassmann-wertig sind.

Weitergehende Erlduterungen hierzu und zu den folgenden beiden Abschnit-
ten finden sich z.B. wieder in [1].

1.2.2 Faddeev-Popov-Methode

Bei der Integration iiber Eichfelder tritt in der Definition des Funktionalintegrals
ein Problem auf, das mit der Eichfreiheit der Lagrange-Dichte zusammenhéngt.
Da diese sich bei einer Eichtransformation nicht dndert, ist auch der Integrand
in (1.19) konstant fiir diejenigen Feldkonfigurationen, die durch eine Eichtrans-
formation auseinander hervorgehen. Diese Feldkonfigurationen bilden eine nicht-
kompakte Menge, so dass das Integral divergiert. Eine Losung bietet das von
Faddeev und Popov vorgeschlagene Verfahren, in dem lediglich {iber jeweils einen
, Vertreter” physikalisch dquivalenter Feldkonfigurationen integriert wird. Mathe-
matisch wird dies durch die Einfithrung von Eichfixierungsfunktionen f, erreicht,
so dass die Bedingung f,[%A,(z)] = 0 fiir die a = 1,...,n Eichfelder genau einer
Eichung entspricht. Das heifit, es gibt genau eine Losung 6%(x) der Eichtransfor-
mation

U(0*) = exp{—igT*0"(z)}, (1.23)
die die Felder A, (z)(A, = A%T*) in °A,(x) iiberfilhrt (T* sind die Gruppenge-

neratoren). In die Funktionalintegration wird dann ein Faktor
DU det or 5(fa[%A,(x)]) = const 1.24
06° a

aufgenommen. Auf diese Weise ldsst sich die Integration iiber dquivalente Eich-
konfigurationen dU abspalten und in die Normierung (1.19) aufnehmen. Die De-
terminante aus Gleichung (1.24) ist jedoch im Allgemeinen nicht unabhéngig von
A, kann also nicht ebenfalls in die Normierung aufgenommen werden. Sie wird
stattdessen als ein Funktionalintegral iiber Grassmann-wertige Felder u®(z),u®(x)
(Faddeev-Popov-Geister) geschrieben, welche allerdings nicht als physikalisch in-
terpretiert werden kénnen. Ein Grund hierfiir ist, dass sie, obwohl Grassmann-
wertig, Skalarfelder sind und somit nicht das richtige Verhéltnis zwischen Spin
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und Statistik haben. Die Delta-Funktion aus Gleichung (1.24) l&sst sich so um-
schreiben, dass lediglich ein sogenannter Eichfixierungsterm in der Lagrangedich-
te auftritt. Das Ergebnis dieses Verfahrens ist also, dass die Anderung im Funk-
tionalintegral lediglich in einer Integration iiber Faddeev-Popov-Geister, einem
entsprechenden Zusatzterm in der Lagrangedichte

_ 0fa(x)

Lep = —u" (@M (@pul(@), M5z —y) = 5505,

(1.25)

den zugehorigen Quellfeldern j* und einem Eichfixierungsterm in der Lagrange-
dichte besteht. Fiir letztere ist

1 S 1 ?
Lz = (—8“A ) +‘—8"Z —iMz\/E X W — iMy\/Eydr™
! Ve V& " TV Véw oV
(1.26)
eine bequeme Wahl. Die Konstanten £ sind frei wéhlbar. Die Wahl {4 = £, =
& = &w = & = 1 wird als 't Hooft-Feynman-Eichung bezeichnet.

)

1.2.3 Storungstheorie

Die Storungstheorie beruht auf der Annahme, dass die Wechselwirkung zwischen
Feldern als kleine Abweichung von der freien Bewegung interpretiert werden kann.
Ausgehend davon wird die Lagrangedichte in einen Teil Ly, der eben diese freie
Bewegung beschreibt, und einen Teil L£;, der die Wechselwirkung beschreibt,
unterteilt. In der Sprache der Funktionalintegrale ldsst sich diese Unterteilung
schreiben als

ZlJ] = Nexp {i/d4y L; (%)}
« / Do exp {z / iz (Lo(x) —|—J(:c)<;5(a:))}. (1.27)

Die erste Exponentialfunktion kann nun in eine Reihe entwickelt werden, was ei-
ner Entwicklung in den Kopplungskonstanten entspricht, die als klein gegeniiber
1 angenommen werden. Das Ergebnis fiir n-Punkt-Funktionen (1.18) besteht aus
2-Punkt-Funktionen (Propagatoren) und (im Ortsraum) Integrationen ig [ d'y
und kann graphisch durch Feynmandiagramme veranschaulicht werden, in de-
nen Propagatoren als Linien und ig [ d*y (bzw. ig im Impulsraum) als Punkte
(Vertizes) dargestellt werden.

Der Weg zu physikalischen Observablen in Streuexperimenten fiihrt iiber die
S-Matrix. Sie entspricht der Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein be-
stimmter Anfangszustand ¢ in einen bestimmten Endzustand f tibergeht: Sy, =
(f1S]i), wobei |i) und |f) im Allgemeinen Impulseigenzustéinde sind. Definiert
ist sie als Grenzwert des unitdren Operators U(t, ), der die Zeitentwicklung des
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Systems beschreibt, fiir £ — oo und ¢ty — —oo. Da es moglich ist, dass die Teil-
chen in einem Streuexperiment iiberhaupt nicht miteinander wechselwirken, die
S-Matrix also dem Einheitsoperator entspricht, wird ein weiterer Operator als
S =1 + 4T definiert, durch den das Matrixelement M definiert ist als:

(pr - - PuliT|paps) = (27)*0W <pa +py — Zm) iM(pa;po — pi),  (1.28)

i=1

fiir die Reaktion der Teilchen a +b — 1+ ---+n.

Das Matrixelement M kann schliellich aus einer n-Punkt-Funktion hergelei-
tet werden. Das Verfahren, mit dem dies geschieht, ist nach Lehmann, Symanzik
und Zimmermann (LSZ-Formel) benannt. Es besteht im Wesentlichen darin, alle
amputierten (d.h. ohne duflere Propagatoren), zusammenhéngenden Feynman-
graphen, die die entsprechende n-Punkt-Funktion symbolisieren, aufzusummie-
ren, die duBeren Impulse auf die Massenschale zu setzen (p?> = m?) und mit
Spinoren bzw. Polarisationsvektoren der dufleren Felder zu multiplizieren.

Zuletzt verbleibt es noch, den differentiellen Wirkungsquerschnitt durch das
Matrixelement auszudriicken. Kinematische Uberlegungen liefern:

1 d®p; =
do — AP ) o yas) N
o YA (H (%)32&) 27)*6W { pa + s Zi:pz

X | M (pa, Do, P1, - on) %, (1.29)

wobel v, = Za—’i, sofern die Strahlrichtung als z-Achse definiert wird.

1.3 Photon-Photon-Kollider

1.3.1 Motivation

Eine mogliche Ausbaustufe des am DESY geplanten ete-Linearbeschleunigers
TESLA ist ein Photon-Photon-Kollider [2]. In vielerlei Hinsicht verhalt sich die
Physik einer Photon-Photon-Kollision komplementéir zur Physik einer entspre-
chenden ete™-Kollision. So lassen sich einige Kopplungen genauer untersuchen,
weil z.B. die Messung der YW W-Kopplung am Photon-Photon-Kollider nicht
beeinflusst wird durch die Art der ZWW-Kopplung, die in der e™e -Kollision
zusétzlich auftritt. Weiterhin erh6ht der yy-Modus die Reichweite eines Linear-
beschleunigers fiir die Entdeckung einiger neuer Teilchen und anderer Effekte
sheuer Physik“. Zum Beispiel lasst sich das Higgs-Boson im Standardmodell in
héherer Ordnung der Storungstheorie in einer s-Kanal Resonanz erzeugen und
so direkt dessen Zerfallbreite bzgl. des Zerfalls in zwei Photonen messen. Diese
gibt Aufschluss iiber die am Zerfallsprozess beteiligten virtuellen Teilchen und
kann so erste Anzeichen fiir bisher unbekannte Teilchen liefern, die durch den
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Higgs-Mechanismus ihre Masse bekommen. Auf diese Weise kann nicht nur das
Higgs-Boson im Standardmodell, sondern kénnen auch die drei vom minimalen
supersymmetrischen Modell (MSSM) vorhergesagten neutralen Higgs-Bosonen
erzeugt werden. Die wichtigsten Prozesse am ete™-Kollider, bei denen diese ent-
stehen, sind Higgs-Strahlung und WW-Fusion (ete™ — ZH, ete” — v.v.H).
Im Gegensatz dazu ensteht das Higgs-Boson beim y7y-Kollider in einer s-Kanal-
Resonanz (yy — H — WW,bb,...), so dass die gesamte Schwerpunktsenergie
zur Verfiigung steht und daher die maximale Masse, bis zu der es entdeckt werden
kann, etwa 1.5 mal hoher ist [2]. Zusétzlich sind viele Wirkungsquerschnitte der
~vy-Kollision grofer als in der entsprechenden ete-Kollision. In Abbildung 1.1
sind einige davon als Funktion der Schwerpunktsenergie miteinander verglichen.
Man sieht z.B., dass der Wirkungsquerschnitt fiir W-Paar-Produktion um etwa
eine Groflenordnung hoher liegt. Dies spielt fiir die Messung anomaler Kopplun-
gen der W-Bosonen eine wichtige Rolle. Auflerdem sind die Wirkungsquerschnitte
fiir die Produktion zweier geladener Teilchen, wie z.B. Top-Quarks (¢f) oder ge-
ladener Higgs-Bosonen (H™H ™), ebenfalls sehr viel groBer.

1.3.2 Funktionsweise

Die hochenergetischen Photonen werden mittels Compton-Riickstreuung erzeugt,
indem zwei Laser-Strahlen auf die beiden einlaufenden Elektronstrahlen fokus-
siert werden. Bei der Kollision der Photonen mit den Elektronen wird nahezu die
gesamte Energie der Elektronen auf die Photonen iibertragen. Da diese Energie
vom Streuwinkel abhéngt und mehrfache Comptonstreuung auftreten kann, ist
die Energie der Photonen nicht fest, sondern weist ein Spektrum auf, welches
ein scharfes Maximum bei hoher Energie besitzt und dann zu niedrigen Energien
abfillt. Die maximale Energie héngt von der Frequenz des Lasers ab. Wird sie zu
hoch gewéhlt, entstehen bei der Reaktion der Laserphotonen mit den hochener-
getischen Photonen e®e™-Paare, was zu einer Reduktion der Luminositit fiihrt.
Der optimale Wert liegt bei ca. 1eV, so dass die Energie beim Maximum des
Spektrums etwa 80% der Elektronenergie betrigt. Die Photonpakete ldsst man
wenige Millimeter vom priméren Kollisionspunkt enfernt miteinander kollidieren,
wobei ihre Grofle etwa der der Elektronpakete entspricht. Ausserdem kann die
Energie der Laser grof3 genug gewahlt werden, um praktisch alle Elektronen zu
streuen, so dass die geometrische Luminositét hoher ist als die der ete™-Kollision,
da die Photonen nicht geladen sind, sich also nicht gegenseitig abstoflen. Da die
Energie der Photonen jedoch die oben erwihnte Verteilung besitzt und nur die
hochenergetischen wichtig sind, ist die effektive Luminositéat geringer. Fiir Ereig-
nisse mit Energien oberhalb 80% der Maximalenergie betrigt sie etwa ein Drit-
tel der Luminositit der eTe -Kollision. Es gibt allerdings noch die Moglichkeit,
zirkular polarisierte Laser-Photonen und longitudinal polarisierte Elektronen zu
verwenden. Dadurch erhoht sich der Anteil der Photonen oberhalb von 80% der
Maximalenergie um etwa einen Faktor drei. Dies bietet auch physikalisch neue
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Abbildung 1.1: Totale Wirkungsquerschnitte als Funktion der Schwerpunktsener-
gie fiir einige ausgewihlte Reaktionen am yv-,ey- und e*e-Kollider[2]

Moglichkeiten, da viele Messgrofien (z.B. in der Reaktion vy — WW) von der
Polarisation der Photonen abhédngen.

1.4 Vier-Fermion-Produktion

Eine der wichtigsten Prozessklassen an einem Photon-Photon-Kollider ist die
Vier-Fermion-Produktion. Zum einen stellt sie einen Untergrund bei der Su-
che nach Effekten ,neuer Physik“ dar. So tritt fiir My 2 140 GeV die Reak-
tion vy — H — WW — 4f auf, die vom kontinuierlichen Untergrundprozess
vy — 4f getrennt werden muss. Meist sind diese gesuchten Signale sehr viel
seltener als die Untergrundprozesse, so dass fiir beide genaue theoretische Vor-
hersagen erforderlich sind. Zum anderen spielt die Vier-Fermion-Produktion auch
fiir die W-Paar-Produktion eine wichtige Rolle. Diese besitzt oberhalb von rund
200 GeV mit etwa 80 pb einen der grofiten Wirkungsquerschnitte und eignet sich
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zur Bestimmung der Kopplungen yyWW und vW W was zum Verstédndnis des
Yang-Mills-Sektors des Standardmodells beitrégt. Auch kénnen die Schranken an
anomale Kopplungen verbessert werden [3], d.h. Kopplungen, die von der Vorher-
sage des Standardmodells abweichen. Sie haben ihren Ursprung in hoherdimen-
sionalen Operatoren (deren Einheiten eine hohere Dimension als vier besitzen) in
der Lagrangedichte, die zwar die Renormierbarkeit der Theorie zerstoren, aber als
der niederenergetische Grenzwert einer allgemeineren Theorie interpretiert wer-
den konnen (dhnlich dem Standardmodell der elektroschwachen Wechselwirkung,
dessen niederenergetischer Grenzwert das Fermimodell ist, welches ebenfalls nicht
renormierbar ist). AuBerdem wird iiberlegt, diese Reaktion zusétzlich zu den Pro-
zessen vy — ete (utp~) und vy — ptp ptp” als Luminositdtsmonitor zu
verwenden, also mittels der Messung der entsprechenden Wirkungsquerschnitte
die Luminositiat des Beschleunigers zu bestimmen. Auch hierfiir ist eine genaue
theoretische Vorhersage fiir den Prozess vy — WW notwendig.

Da W-Bosonen allerdings nicht stabil sind, sondern in Fermion-Paare zerfal-
len, sollte der Gesamtprozess vy — WW — 4f betrachtet werden, bei dem die
W-Bosonen virtuell sind, sich also nicht auf ihrer Massenschale befinden. Auf
Grund der Komplexitdat der Rechnung konnen fiir diesen Prozess in absehbarer
Zeit nicht die Strahlungskorrekturen erster Ordnung berechnet werden. Méglich
ist jedoch eine sogenannte ,,Doppelpolndherung®. Hierbei nimmt man an, dass die
W-Bosonen ,,quasi on-shell sind, was eine gute Naherung ist, da der Wirkungs-
querschnitt in diesem Bereich des Phasenraums durch die resonanten Propagato-
ren verstarkt wird. Fiir den ,,On-Shell-Prozess“ konnen die Strahlungskorrekturen
berechnet werden. Fiir den zentralen Baustein 7y — WW sind die Korrekturen
bereits bekannt [4]. Um , Off-Shell-Effekte“ der W-Bosonen zu beriicksichtigen,
muss allerdings der volle Prozess vy — 4f berechnet werden. Auflerdem wird der
Prozess 7y — 4f~ benétigt, um infrarote Singularitdten, die in den virtuellen
Korrekturen mit Photonaustausch zwangslaufig vorkommen, herauszuheben. Die
,Doppelpolniherung® ist bei eTe -Kollisionen bereits diskutiert und ausgearbei-
tet worden. Vorgeschlagen wurde sie in [6], und eine komplette Rechnung findet
sich z.B. in [7].

Die Wirkungsquerschnitte fiir vy — 4f() in niedrigster Ordnung der Sto-
rungstheorie sind also sowohl fiir sich betrachtet als auch als erster Schritt in
einer Prézisionrechnung fiir vy — WW — 4f wichtig. Sie sollen in dieser Ar-
beit berechnet werden. Dabei werden Fermionmassen vernachléssigt, so dass sich
die Rechnung stark vereinfacht, was man in Kap.2.1 sehen wird. Neutrinos und
Elektronen haben Massen, die bei den hier relevanten Energien ohne Probleme
vernachléssigt werden konnen. Effekte einer endlichen Myonmasse sind prinzipi-
ell im Experiment messbar, wenn die invariante Masse eines Myonpaares nicht
mehr grof gegeniiber der Masse eines Myons ist. Diese Bereiche des Phasenraums
konnen aber durch geeignete Schnitte ausgeschlossen werden. Da Quarks nicht
frei vorkommen, sind ihre Massen in der Quantenfeldtheorie nicht wohldefiniert.
Fiir die Quarks der ersten beiden Generationen ergibt sich allerdings mit m, = 0
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eine konsistente Beschreibung [8]. Eine weitere Vereinfachung bringt die Defini-
tion der CKM-Matrix als Einheitsmatrix. Dadurch mischen Quarks verschiede-
ner Generationen nicht miteinander. Gerechtfertigt wird dies dadurch, dass im
Experiment iiber u-,d-,c- und s—Quarks und unter Umstédnden auch b—Quarks
summiert wird, da diese experimentell nicht unterscheidbar sind.

Die Wirkungsquerschnitte werden mittels Helizitdtsamplituden berechnet, so
dass sich die Ergebnisse leicht auch fiir beliebige Photonpolarisation angeben
lassen. Die Rechnung geschieht allerdings nicht mit der {iblichen Dirac-Algrebra,
sondern im Weyl-van-der-Waerden-Formalismus.
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Kapitel 2

Berechnung der
Helizitatsamplituden

2.1 Weyl-van-der-Waerden-Formalismus

Der Vorteil in der Verwendung von Helizitdtsamplituden liegt neben der Moglich-
keit, die Polarisation der dufleren Teilchen zu spezifizieren, darin, dass die Matri-
xelemente nicht vor der numerischen Auswertung quadriert werden miissen. Dies
ist der Fall, wenn die Wirkungsquerschnitte mittels Vollstandigkeitsrelationen
fiir die Wellenfunktionen berechnet werden. Dabei steigt die Anzahl der Ter-
me quadratisch mit der Anzahl der Feynmangraphen. Bei der Verwendung von
Helizitatsamplituden hingegen werden die Quadrierung der Matrixelemente und
die Summation iiber die Spins numerisch durchgefiihrt. Mit steigender Anzahl
von externen Teilchen steigt dabei zwar die Anzahl der moglichen Konfiguratio-
nen der Helizitdten, die verschiedenen Amplituden sind allerdings durch diskrete
Symmetrien miteinander verbunden.

Im Weyl-van-der-Waerden-Formalismus [9] werden alle relevanten Grofien des
Matrixelementes durch zweikomponentige Spinoren ausgedriickt. Im Gegensatz
zu anderen Formalismen, in denen unterschiedliche Objekte wie z.B. Impulse und
Dirac-Spinoren vorkommen, ist hier die Amplitude lediglich Funktion eines ein-
zigen mathematischen Objekts, so dass sich weitere analytische Umformungen
erleichtern. Auflerdem eignet sich diese Form zur Implementierung in Computer-
programme.

2.1.1 Grundlegende Definitionen

Dem Weyl-van-der-Waerden-Formalismus liegt zu Grunde, dass sich alle Grolen
eines Matrixelementes wie bestimmte Darstellungen der Lorentzgruppe transfor-
mieren und sich auf die beiden einfachsten (zweidimensionalen) Darstellungen
zuriickfithren lassen.
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Jede Darstellung der Lorentzgruppe lasst sich durch die Eigenwerte der beiden
Casimir-Operatoren kennzeichnen, welche die Werte 71, 7o = 0, %, 1, % ... anneh-
men konnen. Die einfachsten nichttrivialen Darstellungen sind somit DG ynd

D©3) In infinitesimaler Form sehen sie wie folgt aus:

1
DGO — 1 + 359710' — —dao
2 2
] 1
D2 = 14 %50110' + 55040', (2.1)

wobei 00 den Drehwinkel um die Achse, die durch den Einheitsvektor n defi-
niert wird, da einen Lorentzboost um die Geschwindigkeit dv = tan|da| und o;
die Pauli-Matrizen bezeichnet. Die Multipletts ¢ und 7 dieser Darstellung sind
zweidimensional und werden als Spinoren bezeichnet. Unter einer Lorentztrans-
formation geht ¢ iiber in & = D@Y¢ und 7 in 7’ = DO2)y. Analog zu ¢* im
Tensor-Formalismus wird nun eine Metrik e*? definiert, so dass die quadratische
Form e84 4£p lorentzinvariant ist. Unter Benutzung der Identititen

(DEO) = (DOD), (22)
ios D) (igy) ' = (D02))* (2.3)

. 0 +1
€ =10y = ( i 0) (2.4)

die geforderte Lorentzinvarianz, wobei die Phase willkiirlich gew#hlt wurde. Nun
lassen sich, wiederum in Analogie zum Tensor-Formalismus, kovariante und kon-
travariante Spinoren mit unteren bzw. oberen Indizes definieren. Kovariante Spi-
noren 4 transformieren sich mit DG9 ynd kontravariante Spinoren ¥* mit
(D©2)*. Auf Grund von Gleichung (2.3) sind diese beiden Darstellungen qui-
valent. Der Ubergang von einer Darstellung zur anderen entspricht einem Ba-
siswechsel, der durch die Matrix e*? vermittelt wird. Anschaulich ist dies ein
Herauf- bzw. Herunterziehen der Indizes:

ergibt sich mit

Ya=1Pepa, ' =e"Pyp. (2.5)

Durch komplexes Konjugieren erhilt man Spinoren 1 = (4)*, die sich unter
D(©:3) transformieren. Wieder lassen sich kovariante und kontravariante Spinoren
definieren: . . N

vi=dleps U=y, (2.6)
mit

P =cap =P =¢p (2.7)
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Fiir beide Darstellungen wird mit dieser Metrik nun ein lorentzinvariantes
Spinorprodukt definiert:

(Pv) = gav® = 11by — doih, (2.8)
(pv)* = ¢A¢A = (9102 — dath1)". (2.9)
Aus der Definition der Metrik ergibt sich die fiir die Anwendung sehr niitzliche

Schouten-Identitét, die natiirlich auch fiir die komplex konjugierten Spinorpro-
dukte gilt:

(@v){En) + (d€) () + (¢m){(¥€) = 0. (2.10)

Ein entscheidender Schritt im Weyl-van-der-Waerden-Formalismus besteht in
11
der Verbindung zwischen Viererimpulsen, die sich unter D(2'2) transformieren,

und Zweier-Spinoren. Mit der Definition von o# = [a“’AB} = (I, o) lasst sich

VH = ¢lohe = an“’ABSB (2.11)

definieren. Unter ¢ — D¢ (D = D) transformiert sich V wie V — AV, wenn
A die entsprechende Lorentztransformation ist; V' ist also ein Vierervektor. Dies

motiviert die Identifikation eines Vierervektors z* = (z% 2!, 2% 2*) mit einem
Spinor X ,;5:
0 3 1 )
' +x7 o —ww
X,p=x,00 . = (2.12)
AB — *p . ’ :
AB '+ iz 2° — 2B

wobei das (Ent-)Punkten von Indizes wieder einer komplexen Konjugation ent-
spricht (X ;5 = (X,5)*). Das Lorentzprodukt k,p* in Form von Zweierspinoren
lautet dann: .

2k,p" = K,z P45 (2.13)
Insbesondere gilt fiir Impulsvektoren k* — K,z von masselosen Teilchen &% = 0,
so dass K ,; in ein Produkt von Zweierspinoren faktorisiert:

S 5

i 0o 0
K,p = kakp, mit kq=V2k0 ( ’ C(;S ’ ) : (2.14)

wobei k4 auch Impulsspinor genannt wird. Fiir k? = p? = 0 ist also:

2kyp" = (kp){kp)". (2.15)

Um ein- und auslaufende Teilchen eines Prozesses miteinander zu vertauschen,
muss deren Impuls umgedreht werden (k* — —k#). Laut Gleichung (2.12) geht
damit auch Kz — —Kjgz. Aus Gleichung (2.14) folgt jedoch, dass nur die
Impulsspinoren der einen Darstellung ihr Vorzeichen wechseln. Das bedeutet,
dass fir k* — —k*

kA_) —k?A, kg — +ka. (2.16)

Welcher der beiden Spinoren das Vorzeichen wechselt, ist Konvention.
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2.1.2 Spin—%—Teilchen

Die Wellenfunktionen von Spin—%-Teilchen transformieren sich unter D9 &

D(O’%), lassen sich also schreiben als:

U= ( zi ) . (2.17)

Auflerdem sind sie Losungen der Dirac-Gleichung, die dquivalent zu den gekop-
pelten Weyl-Gleichungen ist. Fiir Lésungen mit festem Impuls & (k* = m?) lauten
diese . _ .

Kupbp = tmopa, K'Pop = tmy]! (2.18)

fiir Teilchen (+) bzw. Antiteilchen (—). Bei masselosen Teilchen entkoppeln sie,
und zusammen mit Gleichung (2.14) ergeben sich Losungen, die Helizitétseigen-

zustande sind:
0 _
Wk:(kf’l)’ \D’“:(’“A’())

\Dk:<k;>, m:(o,kA). (2.19)

Die ersten beiden Spinoren beschreiben sowohl linkshdndige Teilchen als auch
rechtshindige Antiteilchen, die letzten beiden beschreiben sowohl rechtshindige
Teilchen als auch linkshédndige Antiteilchen.

2.1.3 Spin-1-Teilchen und Eichspinoren

Spin-1-Felder transformieren sich wie Vierervektoren. Daher kann der Polarisa-
tionsvektor e, wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, durch Spinoren ausgedriickt
werden. Weiterhin hat der Polarisationsvektor (nach Lorentzeichung) drei Frei-
heitsgrade, so dass es drei Basisvektoren gibt, die so gewéhlt werden konnen,
dass sie bestimmten Helizitdten der Teilchen entsprechen. Zwei Basisvektoren
beschreiben dann transversal polarisierte Teilchen und ein Basisvektor longitu-
dinal polarisierte Teilchen. Letzterer liefert bei verschwindender Masse keinen
physikalischen Zustand. Diese Tatsache manifestiert sich in einer zusétzlichen
Eichfreiheit des Polarisationsvektors. So lassen sich die rechts- und linkshéndigen
Polarisationsvektoren fiir einlaufende Teilchen folgendermafien schreiben:

29, ikp
erulk) — ey ip(k) = %7
e k) = e_ip(k) = %, (2.20)
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wobei g4 die Eichspinoren bezeichnen, die frei wahlbar sind mit der Einschriankung
(gk) # 0.

Die Tatsache, dass die Eichspinoren frei wiahlbar sind, bedeutet, dass die Heli-
zitdtsamplitude von ihnen unabhéngig sein mufl. Dies wird als wichtige Kontrolle
der Rechnung benutzt. Auf Grund von elektromagnetischer Stromerhaltung ist
sogar nicht nur die gesamte Amplitude, sondern sind bereits Teile von ihr un-
abhéngig vom Eichspinor. Das liegt daran, dass die U(1)-Ladung und daher auch
die elektromagnetische Ladung der Teilchen freie Parameter der Theorie sind.
Summen von Diagrammen, in denen eine bestimmte elektromagnetische Ladung
auftritt, miissen daher fiir sich invariant bzgl. der Eichung des Photonpolarisa-
tionsvektors sein. Somit ist die Summe von Diagrammen, bei denen ein Photon
an miteinander verbundene, geladene Fermion- und/oder Bosonlinien koppelt,
unabhéngig vom Eichspinor.

2.1.4 Feynmanregeln

Die Feynmanregeln in der 't Hooft-Feynman-Fichung werden aus Referenz [10]
iibernommen und in den Spinorformalismus iibersetzt. Fiir die CC-Prozesse wird
eine nicht-lineare Eichung verwendet, bei der ein zusétzlicher Term in der Eich-
fixierungs-Lagrangedichte auftritt, worauf in Abschnitt 2.4 néher eingegangen
wird. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten NC-Prozesse sind die 't Hooft-Feynman-
Eichung und die nicht-lineare Eichung dquivalent.

Die Regeln fiir &ulere Fermion- und Photonfelder sind bereits in den Gleichun-
gen (2.19) und (2.20) angegeben. Fiir Dirac-Matrizen ist die chirale Darstellung
zu wihlen:

0 o, a® 0
" Y 5 in0~ 10243 — . 2.21
gl <0M7AB . ) V=i Y <0 _00> (2.21)

Daraus ergibt sich der Propagator fiir masselose Spin—%—Teilchen

B k A i 0 Kup
—>—o ﬁ(KAB 0 : (2'22>

Der Propagator fiir Spin-1-Teilchen mit Masse M3 ist

AB k CD —21€ j€BD
[ eV aWaN ) ]%‘2_1470]\42 (2-23>
|4

Der Boson-Fermion-Vertex lautet:
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AT,
B

cD 0 Cy ., 05687

) szf
ie TR tog (J) . (2.24)
fj Vflfj

mit den Kopplungskonstanten:

g J—
'Yfzfz Q“ CWflf] - \/58‘/[/50_’
3

s
Cgflfl WQz 50—7 (2.25)

CwSw
wobei (); die relative elektrische Ladung und [am die dritte Komponente des
schwachen Isospins der Fermionen bezeichnet [10].

2.2 Klassifizierung der Endzustinde

Zunichst werden Prozesse hinsichtlich der Eichbosonen unterschieden, die in
niedrigster Storungsordnung ausgetauscht werden. Dabei treten sogenannte NC-
Prozesse (Neutral Current) auf, bei denen lediglich neutrale Eichbosonen, also
Photonen, Z-Bosonen oder Gluonen, ausgetauscht werden. Diese Prozesse las-
sen sich weiter unterteilen in zwei Klassen, die sich beziiglich der Anzahl ihrer
Feynmangraphen unterscheiden:

(a) vy — fFFF (NC40)

e (2.26)
(b) vww— ffff (NC4-20),

wobei f und F verschiedene Fermionen bezeichnen; f und F sind deren Antiteil-
chen. Die Bezeichnungen in Klammern sind analog zu den Bezeichnungen, die in
[11] fiir die Prozesse eTe™ — 4f eingefiihrt wurden. Eine weitere Prozessklasse
(CC-Prozesse) ist:

(c) vv— ffFF F#f (CC31). (2.27)

Hier bezeichnen f und f’ bzw. F' und F’ die Fermionen eines Dubletts des elek-
troschwachen Isospins. In diesem Fall konnen lediglich geladene Eichbosonen (W-
Bosonen) ausgetauscht werden.

Schliesslich gibt es noch Reaktionen des Typs:

(d) v — fff ] (mixTl), (2.28)

in denen sowohl geladene als auch ungeladene Eichbosonen ausgetauscht werden
(NC/CC-Prozesse).
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Auflerdem konnen leptonische, semileptonische und hadronische Endzusténde
unterschieden werden. Bei den leptonischen treten ausschliellich Leptonen auf,
bei den hadronischen lediglich Quarks und bei den semileptonischen sowohl Lep-
tonen als auch Quarks. Die Vernachlassigung der Fermionmassen fiihrt dazu, dass
Prozesse mit bis auf die Generation gleichen Teilchen im Endzustand den glei-
chen Wirkungsquerschnitt haben. Eine weitere Einschrénkung ergibt sich daraus,
dass die CKM-Matrix in dieser Arbeit gleich der Einheitsmatrix gesetzt wird.
Auflerdem werden Kaniile, die durch CP-Transformation auseinander hervorge-
hen, nicht unterschieden, weil CP-verletzende Effekte im Standardmodell nur
durch eine nichttriviale CKM-Matrix auftreten konnen. Insgesamt bleiben 17
verschiedene Vier-Teilchen-Endzusténde, die in Tabelle 2.1 aufgelistet sind.

leptonisch CC (c) e Uelyfly
NC (a) e ety
e"etupt
NC (b) e ete et
NC/CC (d) | e etvev,.
semileptonisch CC (c) e etud
NC(a) Ve DUl
VeUodd
e~etuu
e~etdd
hadronisch CC (c) udsc
NC (a) utcc
NC (a) uuss
NC (a) ddss
NC (b) (o
NC (b) dddd
NC/CC (d) utidd
Tabelle 2.1: Endzustidnde fiir vy — 4f(y) bei Vernachldssigung der Fermion-

Massen

2.3 NC-Prozesse

Aus den Uberlegungen in Kapitel 2.1.3 geht hervor, dass folgende Summe von
Diagrammen elektromagnetisch eichinvariant, also unabéngig vom Eichspinor des
Photons ist:
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fo

Die Helizitaten der Teilchen werden mit o; bezeichnet, und das Eichboson V' wird
als off-shell angenommen. Im Weyl-van-der-Waerden-Formalismus kann dies ge-
schrieben werden als:

c>*<cb> b~V iafs ol
5 i (ga)* AP -
+ (papb <gC>*<Ca>* + <(IC>*> Cvfabe’Yfafa]

A, B . *
NG (M Bpf“ﬂ> O . C ., (2.29)

Afct = ie? 2[—7@(98’) pPpicy. C

<Ca>* +pa b <bc>*<ac>* Vifafo " vfofo

wobei die Impulse p,, p, und p, der Teilchen f,, f, und 7. als einlaufend be-
trachtet werden; g bezeichnet den Eichspinor des Photons. Weiterhin wurde die
Abkiirzung (ab) = (p.py) eingefiihrt. Die letzte Zeile folgt aus der Schouten-
Identitdt (2.10) und daraus, dass 7 C .- Im Fall von masselosen Fer-
mionen verschwinden Amplituden, be1 c{enen die Ié‘errmonen und Antifermionen in
einer Linie die gleiche Helizitét besitzen (Helizitatserhaltung). Die verbleibenden
Helizitatsamplituden sind dann:

A B
N of B2y i_ba) ) - -
ANC = —1e \/5 (Cb> +p Py ( >< > Cvfabe’befb’
A B
- .9 b.De A < > + +
ANC = —1e \/é <Cb>* +pap < > < > ) CVfabeVfbfb’
B, A
4 2 Py Pe A B <b > + +
ANC = e \/é <ac) + Do Py (bc><aC> CVfabe’befb' (2'30)

Fiir zwei Photonen gibt es sechs verschiedene Moglichkeiten, sie zusammen
mit einem neutralen Vektorboson V' an eine Fermionlinie zu koppeln. Addiert
man alle Diagramme auf, so muss das Ergebnis wieder unabhéingig von den beiden
Eichspinoren sein.
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Aoa op0cOq =

Nach einigen Umformungen mittels der Schouten-Identitat (2.10) 148t sich dieses
Teildiagramm schreiben als:

e ) (b achpd + fadypl) pE
Ave ™ =2i€Crp <C"/fbfb> (ac){ad) (bc) (bd) )

2
f—4— _ o 30— -
ANC = 2Zie CVfafb <C"/fbfb>

((da)*pf + (dc>*pCB) (ca>plf1 ((bc>pl;4 + <dc)pji4> (bd)*pl

(ad){ac)*|acd] (db)(cb)*[bcd]
((ab)*p? + (cb)*pE) (ab)py + (ad)(cb)*pPpy + (ad)(ab)pEp]
+ (ad) (ac)(db) (cby* ) - (231

Die Abiirkzung [abe] steht dabei fiir (ab)*(ab) + (ac)*{(ac) + (bc)*(bc) = (pa + po +
pe)?, fiir p = pp = p2 = 0.

Unter Beriicksichtigung von diskreten Symmetrien wie Paritdt (P) und La-
dungskonjugation (C) reichen diese Baublocke bereits, um alle Prozesse vy — 4 f
mit - oder Z-Austausch zu berechnen. Mit einer Paritétstransformation erhalt
man z.B. das Matrixelement, in dem alle Helizitdten das umgekehrte Vorzei-
chen besitzen. Da physikalische Observable nur vom Betrag des Matrixelemen-
tes abhéngen, kann sich durch eine Paritédtstransformation noch eine zusétzliche
Phase ergeben. Diese ergibt sich nach Betrachtung der einzelnen Gréflen des
Matrixelementes [9]. Der Paritétsverletzung im Standardmodell wird durch ent-
sprechendes Vertauschen der Kopplungen Rechnung getragen. Somit gilt fiir das
Matrixelement mit umgekehrten Helizitaten:

M(—=0i,=A;) = (=1)"sgn(o1 - - - 0nsn) M(0i, ) |c;fafb<_>(c;;_afb)*, (2.32)
wobei n und n die Anzahl der Fermionen und Antifermionen, o; deren Helizitét
und A; die Helizitdt der Vektor-Bosonen ist.

Ladungskonjugation vertauscht Teilchen und Antiteilchen. Dies entspricht der
Umkehrung der Richtungen der Fermionlinien. Da die beiden Fermionen einer
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Linie stets entgegengesetzte Helizitdt besitzen, bewirkt eine CP-Transformation
verbunden mit dem Vertauschen ihrer Impulse und Ladungen lediglich eine Um-
kehrung der Vektorboson-Helizitdten. Auch unter einer CP-Transformation ergibt
sich eine Phase [9]. Somit gilt:
M(o;, =X;) = (=1)"V et sgn(ay - - - 0pyn) M (03, Aj)] <Oy 7,57
(2.33)
wobei p/q und p’/q" die Impulse bzw. Ladungen der Fermionen und Antifermionen
einer Linie, n;, und n;, die Anzahl der einlaufenden Fermionen und ny die An-
zahl der Vektorteilchen bezeichnet. Die Gleichungen (2.32) und (2.33) ergeben
zusammen das Matrixelement, bei dem nur die Helizitédten der Fermionen entge-
gengesetztes Vorzeichen haben:

por’aod O e o

M(=0i, Aj) = (=1)"T" e M (g, Aj)| (2.34)

p=pq-d',Cf ¢ h (Cv}afb)*'

SchlieBlich verkniipft Bosesymmetrie noch weitere Helizitdtsamplituden. Da
Boseteilchen wie das Photon ununterscheidbar sind, muss das Matrixelement in-
variant sein unter einer Vertauschung der Photonimpulse und deren Helizitét:

M(O‘Z‘, )\1 e )\n) = M(O’i, )\jl ce Ajn)|p1—>pj1---pn—>pjn' (235)

Nun koénnen alle Amplituden fiir die Graphen

A B
fe fe
Ya
Y Venz
fa fr

berechnet werden:

MZanUcUdO'le — 464500,70(1505,7@ (Co'd ) CUd C of Pv(pe _'_pf>A0'a0'b0'c0'e’

vfefa Viefa  Afefs
(2.36)
mit
e _ led)ed) (ot bt dle)
(ac)(be)(ad)(bd)
e _ e {fd)"{bla+ce) | (ce)(db)*{f[b+ d]a)

)*[abc] (bd) {ad)*[abd]
df)*(dla + cle) + {(cb)(ae)(ad)*(bf)* + (cb){ce) (cd)*(bf)"
(be) (bd) (ac)*(ad)* ’
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AP = (A ey, AT = (AT
AT = (AT gy AT = (AT
AT = (At A = (At
AUanUCUe — (Aoaobocfoe)

) ‘pd—*pd yPes=Pf)

) |pc‘_’pd7pe‘_’pf )

Pe=pPyf- (237)

Hierbei steht a, ..., f wieder fiir p,,...,py und Py (p) = ﬁ. Weiterhin wurde
Vv
die Abkiirzung

(pakpy) = po ik Ppyp = (ak)* (k) (2.38)

eingefiihrt und die Relationen (2.32)-(2.34) benutzt. AuBerdem bewirkt eine Ver-
tauschung der Fermionimpulse p. und p; lediglich eine Umkehrung ihrer Helizit&t
und ein Vertauschen der links- und rechtshéndigen Kopplungen. Letzteres hat kei-
nen Einflu} auf A%*77<% . Daher ist A%eb7¢% = (A0, —%%)
Helizitdtsamplituden fiir Graph A bekannt sind.

Fiir Graph B ist zu bemerken, dass sich bei Vertauschen von f. und fr das
Vorzeichen umkehrt, was man aus (2.29) und (2.30) sieht. Aus diesen Formeln
und (2.32)—(2.34) ergibt sich dann die Formel fiir Graph B:

|lpesp;»> SO dass alle

0a0p0c040e0f 4 o4 T4 of 0qO0p0c0Oe
Mp = 4€%05, 040000, CT% 1 O 1 1 OV 1, O g PV (Partpetpa) A ( )
2.39

mit
e A ((ab) | {aed(ef) | (ed) ldf) [ (be) | eedef)”
AT = e (<be>* TS ) * {ac)(ad)* <<eb>* " <be>*<bf>*) |

e fae) Cenanty | (ced(edy ey
4 E (<bd> " )+<bf><ac>*<ad>* <<bd> R )

~ (bf)ac

At = (A+HH)

|pc‘_’pd7pe‘_’pf7 At = (AJF* +) |pc<—>pd,pe<—>pfv

AT = (AP ey ATV = (AT
AT = (A |y AT = (AT
AO’aO’bUcO'e — (AUanUc_Ue) ‘pEpr. (2.40)

Um die vollstdandigen Matrixelemente fiir NC-Prozesse zu erhalten, muss noch
zwischen den Prozessklassen (2.26) unterschieden werden. Der Unterschied be-
steht darin, dass das Matrixelement im Fall (b) auf Grund der Fermistatistik an-
tisymmetrisch unter Vertauschung der Fermionen bzw. Antifermionen sein muss.
So tragen im Fall bei (a) 40 und bei (b) 80 Feynmangraphen bei. Graphen mit
Pseudo-Goldstone-Bosonen miissen nicht beriicksichtig werden, weil die Kopp-
lung von ihnen proportional zur Masse der Teilchen ist, an die sie koppeln. Da
in jedem Fall ein Fermion beteiligt ist, dessen Masse aber vernachlassigt wird,
verschwinden diese Graphen.
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Fiir einen rein leptonischen Fall gilt somit:

M;‘g(lj)codoeof (pm Pb, De; Pd;y Pe; pf) -
M7 (D, Py, —Pey —Pas —Pes —Df)
V=~,Z

+M275b_06_0f_00_ad(pa7pba —Pe; —Pfs —Pe _pd)
—FMg‘j“;b*Uchd*oerf (paypb, —De, —Pds —Pe.s _pf)
+M;(j€.b_0'e—0f_0'c—0d (pavpbu —Pes —Pfs —Pes —pd)> ,

M;‘g(l}gcadoeaf (paapbapcapdapeapf) =
M;(g(b(j)cadoeaf (paapbvpmpdupmpf) — M;(gzj)eadocof (pa,pb,pe,pd,pc,pf). (241)

Dabei wurde berticksichtigt, dass M4 und Mp fiir sechs einlaufende Teilchen
gelten. Daher wurden die vier Fermionimpulse und -helizitéten umgekehrt (siehe
Gleichung (2.16)).

Bei einem semi-leptonischen Endzustand ist {iber die Farbe der beiden Quarks
zu summieren, was einen Faktor N, = 3 fiir das Betragsquadrat des Matrixele-
mentes ergibt.

Bei einem rein hadronischen Prozess, d.h. fiir vier Quarks im Endzustand, ist
die Summe iiber die Quarkfarben auf Grund von Mischungstermen und zusétz-
lichen Diagrammen mit Gluonaustausch nicht trivial. Das Matrixelement ist
die Summe von elektroschwachen (y-Z- und W-Austausch) und QCD (Gluon-
Austausch) Beitragen:

Mhaq = Mhad,ew + Mhad,ch- (242)

Die elektroschwachen Matrixelemente sind diagonal in der Farbbasis:

MG oy adouncoscacescs (Pas Pbs Des Pds Des D) =
MEeas " (Das Doy Des Pty Des P )OceeaOcecys
M oy natensseescacec; Pas Pos Pes Pds Des Pf) =
Mt 7 (Das Doy Pes Pds Pes Py )SeucsOCeCy
— M (Das Doy Per Pas Pes P )Oeeey0CeCy, (2.43)

wobei ¢; den Farbindex der Quarks bezeichnen.

Da Gluon und Photon beide masselos sind und dhnliche Kopplungen haben,
liefern die Graphen mit Photon-Austausch den gleichen Beitrag wie diejenigen
mit Gluon-Austausch, sofern man die elektromagnetische Kopplung Q.Q.e? mit
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der starken Kopplung ¢? ersetzt und die Generatoren der SU(3) (Gell-Mann-
Matrizen Af;) einfiigt:

0a0b0c040e0f .
MNC(a),had,ch,cc,cd,ce,cf (paapbapcapdapevpf) -
0aOp0cO40eT 1
Mg peetd f(pmpbapcapdapeapf)z)‘gccd)‘gecfa
0a0b0c040e0f .
MNC(b),had,ch,cc,cd,ce,cf (paapbapcapdapmpf) -
0aOp0cOq0eT 1
My (Das Doy Pes Pas Pes Pr) TN ca Mo,
a e c 1
—M; opoecaTens (paapbapeapdapcapf)ZAgecd)\gccf,
Mgo'aO'bUcUdO'eO'f (pa’pb’pcjpd’pe’pf) _
9: oeaem
Q QS 62 ( A(j’yb o f(paapba —Pecy —Pd; —Pe, _pf)
cYe

+MZ?$b_0e—0f_Uc—0d< a’pb’ _pe’ _pf’ _pc’ —pd)
+Mg‘j’jb*0cfod*067of (paypb, — Doy —Dds —Pes _pf)
+M;Lj::b_0'e—0'f_0'c—0'd (pa7pb7 _p€7 _pf7 _pc7 _pd ) . (244)

Summiert man nun iiber die vier Farbindizes ergibt sich unter Verwendung der
Vollstandigkeitsrelation fiir die Gell-Mann-Matrizen A%Agl = —%5”»5“ + 20405
Z |Myc@yhadl® = Mol + 2|My|?,

Cc,Cd,Ce\Cf

Z |\Mycwyhadl> = I Mncw!? + I Myc(a) peope |

Cc,Cd;CesCf

—6 Re(Mnc(a)Myc(a)

7pc‘_’pe)

4 *
Jr2|]\4g|2 + 2|Mg,pc<—>pe|2 + 3 Re(Mg Mg pop.)
—8Re(MycM; ) —8 Re(M9M§C7chpe). (2.45)

9,Pc<Pe

Die NC-Prozesse vy — 4f~ konnen analog berechnet werden. Hierzu fehlt
nur noch die Summe aller Teilgraphen, bei denen drei Photonen an eine Fermion-
linie koppeln. Bei gleichen Photonhelizitdten kann auch hier gezeigt werden, dass
das Ergebnis manifest unabhéngig von den Eichspinoren der drei Photonen ist.
Bei ungleichen Helizitdten ist die Rechnung deutlich aufwindiger. Daher wurden
hier die Eichspinoren der Photonen mit negativer Helizidt gleich dem Impuls des
Fermions mit positiver Helizitédt gesetzt und umgekehrt. Das hat zur Folge, dass
Graphen, bei denen ein Photon auflen an die entsprechende Fermionlinie koppelt,
Terme (kk) bzw. (kk)* enthalten, wenn k der Fermionimpuls ist, so dass dieser
Beitrag Null ist. Auf diese Weise liefern 14 von 24 Graphen keinen Beitrag. Die
expliziten Formeln fiir die generischen Graphen
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sind:
NJCacboc0dTeT Ty 23655 5 < o4 )3ng c’t P ( + )AaaabUcUeUg
c - 0e=0a09e=0r \Vafifa) YVIga S Afesst V\PeTPS :
(2.46)
mit
4 e () la b+ d 4 gl
(ad)(bd)(gd)(ca)(cb){cg)
Ay = AT =
{ce){ed){fIb+d + gla)(d[b + glc) | ({cd){dla + e){f[b+d + g]e)
[abdg](gd) (bd) {ac)*(gd)(bd)
| leedeg){dg)(fla+ b+ d+ gle)bld + gla) ;"
[abgd][agd](gd) !
{ca){ad)"{bla + cle){f[d + glc) ]
[abe](gd) (ac)* e
{ac)(ad)*(ac)(ab)*(fd)*(gla + b+ c]e) -
c b da)*(cb ,
[abc][abgc]{ac)* L Joeg plida){cbicg)]
Attt = — (Al)* PcPd;pes [ AT = (A2)* PcPd;PeD fPa*Pg?
A++**+ — + (Al)*, A++**f — + (AQ)* |pa<_)pg7
AFTH = (A2)* |pc<—>pd,perf7pa<—>pb’ AT =+ (AQ)* |pa<—>pb’
At - <A2) |chpd,perfv AT = (A2)* PcPdsPeDf )
AT =+ <A2> |pa<—>pb7 AT =+ (AQ)* )
AT =~ <A2) |chpd,perf,paHpbv AT = + (A2) |pa‘_’pg7
A7777+ - - (AQ) |pc<—>Pd7pe<—>pf7pa<—>pg7 A 77777 == (Al) |pc‘_’pd7pe‘_’pf’
Arumaioney — (Amome-oiey) | (2.47)
wobei [...] fiir den direkt vorangehenden Ausdruck mit der angegebenen Erset-

zung steht, und

UaO'bO'CO'do'eo-fo—g . é 5 oy
MD — 226 5007_0d5067—0f (C

3
’chfd) Vi ; Pv(pe+pf+pg)AUanacaeag,

Vefa vfets
(2.48)
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mit

et (cd){ec) u . {ef) 4 .
A i (0 9+ e d ).
Ay = AP =
U fdeaplatde) o)
um{@@wwmm[“>*<ﬁ>@m}
fee) b’ cf) (ef)

= ATt = (cd) a c) |{c ce (fer
A=A e e Vo 49 [+ ]

Attt = — (A1> PePd,Pe [ AT = — (A3)* Pe>Pd,Pe>Pf)
ATt =4 (Ay)”, AT = ()

AT = — (Ay)” |perpaspecpspacrpy) AT = 4 (A2) e

AT = — (Ay) ‘pcwpd,perf’ AT = = (Ay) PeTbasbebs
AT = 4+ (As) [puspy AT =4 (A7

AT = = (Aa) lpeopapecpspacpy AT == (A3) [peopapeonss
A=~ = — (A1) [pecspapecpy

ATa0be0e0g — ( ATaTbTe—0cTy) |pe<—>pf' (2.49)

Die nicht direkt berechneten Amplituden ergeben sich mittels CP-Transfor-
mation und Bose-Symmetrie. Da in Graph B nur die Amplituden, in denen die
Helizitdten der Photonen v, und -, vertauscht sind, durch Bose-Symmetrie mit-
einander verbunden sind, liefern erst drei berechnete Amplituden sédmtliche an-
deren.

Die Einteilung (2.26) bleibt bei zusétzlicher Photonabstrahlung weiter giiltig.
Fiir (a) gibt es 240 und fiir (b) 480 Feynmangraphen, sofern keines der Fermionen
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ungeladen ist, so dass analog zu Formel (2.41) gilt:

M]Tf(g(lgy)codoeofog (paapbapcapdapeapfapg) -
Z (MO'aO'b Oc—0q—0e—0f— Ug(pa,pb, —Pes —Pds —Per —D —pg)
_77

+Maaab Oe—0f—0c—04—0g

a» Dby —Des —Dfs —Des —Pd, —Dg)
Pas Dby —Pes —Pd, —Des —Pf> —Pyg)
Pas Dby —Pes —Dfs —Pes —Pds —Pg)
—Pes —Pd> —De, =D —Db)

—p )

)

)

ATUan Oc—0d—0e—0f—0g
D,V

’E

+Maaab Oe—0f—0c—04—0g

(
(
(
Moaog Oc—04—0c—0f— 0b<
(
(

Pas Dy
M T T (D g, —Pes —Pfs —Des —Pds —Pb
M T T T (py Py, —Des —Pds —Pes —Pfs —Da
F My T T (g, by —Des =Dy —Pes pd,—pa>
Mo 7 (pas Db Pes Pas Per P> Pg) =
M (Das Doy Des Pas Pes D> Pg) — MY ™" 7 (Das o Des Pas Des D+ Dy ) (2.50)

Auch die Uberlegungen, die fiir semileptonische und hadronische Prozesse ange-
stellt wurden, sind weiterhin giiltig, so dass (2.45) ebenso fiir vy — 4 fv gilt.

2.4 (CC-Prozesse

Bei CC-Prozessen koppeln die Photonen nicht nur an Fermionen, sondern auch
an die W-Bosonen, so dass Untergruppen von Graphen, wie z.B.

Ve
Jo

nicht mehr notwendig vom Eichspinor unabhéngig sind. Zumindest ist aber die
Summe aller Graphen, bei denen ein Photon an alle geladenen Linien des Graphen
koppelt, unabhéngig von dessen Eichspinor.

Auflerdem tritt in der 't Hooft-Feynman-Eichung jetzt folgender Graph mit
einem Pseudo-Goldstone-Boson auf:
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An Stelle der 't Hooft-Feynman-Eichung kann man allerdings auch einen nicht-
linearen Term in die Eichfixierungs-Lagrangedichte einbeziehen [13] (siehe auch
Referenzen darin):

2
Ljiw = —|0"W, +ie (A“ - C—WZ“) Wi —iMy¢* (2.51)
Sw
1 1
5 (07, — M) 5 (A, (252)

wobei ¢* und y die Pseudo-Goldstone-Bosonen der W*- bzw. Z-Felder bezeich-
nen. Zum einen heben sich so gerade die Terme, die einen ¢*W T A-Vertex er-
zeugen, gegeneinander auf. Zum anderen gibt es Zusatzbeitrage zu den in dieser
Arbeit relevanten Vertizes AWTW =, ZW+W~ und AAWTW~, die dann wie
folgt lauten:

sz_vk+

= —tegvww [gup (kf— - k+)u - QQWk‘v,p + 2guka,V]

— —Lgvww [ecpeprecieps(K- — K1) g
—2¢i¢ep Ky pp + 264568 Ky op)

AB FEF
A“ W;ra k:-i- = _Q'L.gVWWguugpa
— —SOVWWEACEBDEpFEGH - (2.53)
Ay Wk
CD GH

Die Umsetzung der Feynman-Regeln in den Spinor-Formalismus erfolgt wie in [9]
angegeben. Alle Felder werden als einlaufend betrachtet und

c
gaww =1, gzww = ——. (2.54)
Sw
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In dieser Eichung tragen damit 31 Diagramme zum Matrixelement bei (falls
keine Neutrinos beteiligt sind). Auch hier kann gezeigt werden, dass das Ergebnis
unabhéngig von den Eichspinoren der beiden Photonen ist. Dabei wird ausge-
nutzt, dass Terme mit einem Spinorprodukt zwischen dem Eichspinor des einen
Photons und dem Impuls des anderen verschwinden miissen, sofern g, = p, und
g = Do gesetzt wird. Mittels der Schouten-Identitdt (2.10) kann das Matrixele-
ment auf eine Form gebracht werden, die nur manifest Eichspinor-unabhéngige
Terme enthélt und Terme der erwdhnten Form, die z.B. (g,py) enthalten. Diese
miissen bei der obigen Festlegung der Eichspinoren verschwinden, was auch expli-
zit, d.h. mit allgemeinem Eichspinor, nachgerechnnet werden kann. Einige fiir die
Umformungen relevante Relationen, die aus der Schouten-Identitét folgen, sind
in Anhang A angegeben.

Da das W-Boson nur an linkshéndige Teilchen koppelt, treten beim geladenen
Strom nur vier von Null verschiedene Helizitdtsamplituden auf (fiir vy — 4f).
Aus zwei berechneten Amplituden erhilt man mittels der Formeln (2.32) und
(2.33) die zwei verbleibenden. Da die Ergebnisse relativ umfangreich sind, wird
davon abgesehen, sie hier zu zeigen.

Die Summe iiber Farben von Quarks ist trivial, weil alle Quarks unterschied-
lichen Flavor haben miissen, so dass sich fiir zwei Quarks ein Faktor N, = 3 und
fiir vier Quarks ein Faktor N2 =9 in | M|* ergibt.

Betrachtet man nun die Reaktionen mit Bremsstrahlung, vy — 4 f~, so ergibt
sich eine wesentlich hohere Anzahl von Feynmandiagrammen, deren Ausdruck bei
drei an ein W-Boson koppelnden Photonen auch sehr lang sein kann. Somit ist
der Rechenaufwand, um eine analytische Form ohne Eichspinor zu finden, sehr
grof}. Daher wurden die generischen Graphen, bei denen eine verschiedene Anzahl
von Photonen an ein Fermion bzw. Antifermion koppelt, mit dem Programm
Mathematica erstellt. Die Helizitéit der Fermionen ist durch die Art der Kopplung
von W-Bosonen festgelegt, so dass es acht Helizitdtsamplituden gibt. Aus den
Fomeln fiir den Photon-Polarisationvektor (2.20) sieht man, welche Anderungen
bei umgekehrter Photonpolarisation vorzunehmen sind. Das heifit es reicht, eine
analytische Form fiir einen bestimmten Wert der drei Photonpolarisationen zu
berechnen.

Alle Graphen erhélt man aus den generischen Graphen durch Vertauschen von
Photon- bzw. Fermionimpulsen. Daher diirfen die Eichspinoren auch noch nicht
von vornherein auf den Impuls eines Fermions oder den eines anderen Photons
gesetzt werden. Dies geschieht erst nach Aufaddieren aller Diagramme. An dieser
Stelle ergibt sich wieder eine Kontrollmdéglichkeit, da die Wahl des Eichspinors
keinen Einfluss auf das Ergebnis haben darf.
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2.5 NC/CC-Prozesse

Bei Prozessen mit v/Z- und W-Austausch miissen lediglich die Ergebnisse aus
den beiden vorigen Abschnitten addiert werden. Bei leptonischen Prozessen ist:

M]O\—[‘g/bggdaeaf (pavpbapmpdupeapf) =
M]O\—/ac?bacadaeaf (pavpbapmpabpeapf) - Mgvaco-baeado—co—f (pa,pb,pe,pd,pc,pf). (255)

Der Grund fiir das relative Minuszeichen ist die Grassmann-Wertigkeit der Fer-
mionfelder. Fiir die Vertauschung von f. und f. ist eine ungerade Permutation
notwendig.

Ein semileptonischer Prozess existiert bei NC/CC-Prozessen nicht. Im hadro-
nischen Fall treten zusétzlich Gluonaustauschdiagramme auf:

Maaobacadaeof

NC/CC\ce,Carcecy (paa Db, Py Pdy Pe pf) =

MUanUCOdOeOf

NC (pa7pb7pc7pd7p67pf>5cccd5366f

a

_Mg’%%aeadUCOf (Pas Db, Pe; Py, De, p,v)é‘jeedécccf

TqO0p0cO040e0 1 a a
+Mg peetd f(paupb7p07pd7pe7pf>i)\cccd)\cecf7 (256>
und es muss iiber die Farben der Quarks summiert werden:

Z |Mycjcopadl® = 9IMycl? + 9| Mecp,op.|* — 6 Re(MycMéc,p, )

CcCdCeCy

+2|M,|* — 8 Re(Mcc,gpoep. M) (2.57)

Fiir den Finf-Teilchen-Endzustand dandern sich diese Formeln nicht.

2.6 Vergleich mit Madgraph

Da die Unabhéngigkeit vom Eichspinor zwar eine Kontrolle der Rechnung bie-
tet, aber natiirlich nicht garantiert, dass das Ergebnis richtig ist, und aulerdem
diese Eichunabhéangigkeit nicht bei allen Ergebnissen explizit gezeigt wurde, ist
ein Vergleich mit einer unabhéngigen Rechnung notwendig. Dazu wird das Pro-
grammpaket Madgraph [12] herangezogen. Verglichen werden die Betragsqua-
drate der Matrixelemente fiir einige Phasenraumpunkte. In sémtlichen Prozessen
ergibt sich eine Ubereinstimmung in den ersten sieben Dezimalstellen (Madgraph
rechnet mit acht Stellen, der fiir diese Arbeit erstellte Fortran-Code mit 16 Stel-
len. Durch Rundungsfehler treten daher Abweichungen in der achten Stelle auf).
Weiterhin ist zu bemerken, dass der Vergleich nur mit verschwindender Breite
der Propagatoren (I'yy = I'; = 0, siehe néichster Abschnitt) durchgefiihrt wurde,
weil in Madgraph die Stufenbreite verwendet wird und diese nicht eichunabhéngig
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bzgl. U(1) und SU(2) ist. Da Madgraph im Gegensatz zu dieser Arbeit die unitére
Eichung verwendet, wire fiir nicht verschwindende Breiten keine volle Uberein-
stimmung zu erwarten.

Ein Grund, warum die Matrixelemente nicht gleich mit Madgraph generiert
wurden, ist der groflere Einflul, den man auf die Rechnung nehmen kann. Im
néachsten Abschnitt werden z.B. verschiedene Moglichkeiten diskutiert, die Pro-
pagatorbreite einzufithren. Auflerdem ist die Geschwindigkeit eines speziell fiir
einen Zweck geschriebenen Computerprogrammes auf Grund der kompakteren
Formeln im Allgemeinen grofer.

2.7 Beriicksichtigung der Propagatorbreite

Bisher wurde angenommen, dass die propagierenden Teilchen stabil sind und die
Propagator-Nenner die Form (p? — M?)~! haben. Dies ist zwar fiir die Fermionen
eine gute Ndherung, W- und Z-Bosonen jedoch miissen als Resonanzen beschrie-
ben werden, d.h. dass Propagatoren eine endliche Breite erhalten. In der Feld-
theorie ergibt sich diese auf natiirliche Weise durch den Beitrag von Diagrammen
héherer Ordnung, die die Selbstenergie der Bosonen beschreiben, welche definiert
ist als:

i(p) = ADrAn (2.58)
p

wobei der schraffierte Kreis fiir die Summe aller 1-Teilchen-irreduzibler Graphen
steht. Die komplette 2-Punkt-Funktion ergibt sich durch Aufsummieren aller Gra-
phen mit beliebig vielen 1-Teilchen-irreduziblen Teilgraphen (,,Dyson-Reihe®).
Der Propagator-Nenner des Transversalteils (der die physikalische Freiheit be-
schreibt) hat dann die Form:

9 ~1
= M*+ ()] e |- M+ iMF%@(pQ) . (2.59)
Die Zerfallsbreiten der W- und Z-Bosonen, die unter anderem am LEP gemessen
wurden, werden mit I' bezeichnet. Die Proportionalitit zu A”J—Zﬁ(pZ) entspricht
dem exakten Verhalten eines Teilchens, das in zwei masselose Teilchen zerfillt.
Bei diesem Ansatz tritt jedoch ein wesentliches Problem auf, weil nur ei-
ne ganz bestimmte Klasse von Diagrammen héherer Ordnung ausgewéhlt wird.
Dies fiihrt zur Verletzung der Eichinvarianz, weil die Slavnov-Taylor-Identitéten
(verallgemeinerte Ward-Identitéten) nicht mehr erfiillt sind [13]-[16]. Die Effekte
dieser Brechung der Eichinvarianz sind von der Gréfienordnung O(+1:) ~ O(a).
Die vom Standpunkt der Theorie her beste Losung wire es, weitere Diagram-
me hoherer Ordnung zu bestimmen, die die Eichinvarianz verletzenden Effekte
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kompensieren [16]. Dies erfordert jedoch einen erheblichen Aufwand und verlang-
samt die numerischen Rechnungen.

Im folgenden werden daher Schemata beschrieben, die das Problem der Ei-
chinvarianz auf einfache Weise zumindest teilweise umgehen.

e Feste Breite:

Py(p?) = ey

Die Breite wird als konstant angesehen, und Propagatoren mit raumartigem
Impuls, die auf Grund des verschwindenden Imaginérteils der Selbstenergie
eigentlich keine Breite haben, erhalten dennoch eine. Dies hat zwar keine
physikalische Grundlage, allerdings wird so die U(1)-Eichinvarianz gewahrt.
Die SU(2)-Ward-Identitdten, und damit die SU(2)-Eichinvarianz, sind je-
doch verletzt.

e Stufenbreite:

1
Py(p®) = (p2—DM2+iMT0(p?))

In diesem Schema erhalten raumartige Propagatoren keine Breite. Sowohl
U(1)- als auch SU(2)-Eichinvarianz sind verletzt.

e Laufende Breite:

o 1
Py(p*) = (P~ M2 iMT 25 0(p2))

Dieses Schema spiegelt am ehesten das Verhalten der Selbstenergie wieder,
verletzt allerdings wie auch die Stufenbreite die Ward-Identitdaten der elek-
troschwachen Theorie. In der Untersuchung der Prozesse ete™ — 4f,4f +
v,6f ([13], [14]) hat sich jedoch gezeigt, dass in diesem Schema starke Ei-
chinvarianz verletzende Effekte auftreten. Der Grund ist darin zu sehen,
dass Brechungseffekte der Gréflenordnung % durch den Faktor 1\’2—22 verstarkt
werden.

¢ Komplexe Massen:

In der Lagrange-Funktion werden die Massen ersetzt durch +/M? — iMT.
Daher sieht der Propagator genauso aus wie bei der festen Breite. Aller-
dings mufl die Masse auch in allen anderen Feynmanregeln, wie z.B. den
Kopplungen, ersetzt werden. Der Vorteil ist jedoch, dass jetzt alle Ward-
Identitéaten erfiillt sind. Dies liegt daran, dass die Ward-Identitidten alge-
braische Relationen sind und weiter gelten, wenn iiberall die Ersetzung
M — /M? — iMT durchgefiihrt wird.

In dieser Arbeit treten auf Grund der nichtlinearen Eichung (2.51) und der
Vernachlédssigung von Fermionmassen keine Massenterme in den Kopplun-
gen auf. Daher hat die Ersetzung aufler auf den Propagator nur Auswirkung
auf den schwachen Mischungswinkel 6y :

5 MZ, — iMyTw

2 2
9 — - 1 — . 2 . 60
cos” by = cyy Sy P ( )
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Kapitel 3

Phasenraumintegration

3.1 Monte-Carlo-Integration

Im vorigen Kapitel wurden Matrixelemente, d.h. Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen Anfangs- und Endzustdnden mit definiertem Impuls berechnet. Messbar
sind allerdings erst Wirkungsquerschnitte o, bei denen die quadrierten Matrix-
elemente iiber den Phasenraum integriert werden. Bei Vernachléssigung der Fer-
mionmassen lautet die Formel (1.29):

(27T 4 3n . @ n
Z/da = / Hdpz W)O@) | 6 pa+po =D pi
=1
|M(pa7pb7p17"'7pn)| . (3].)

Die Schwerpunktsenergie wird mit /s bezeichnet; n = 4,5 ist die Anzahl der
auslaufenden Teilchen. Die Integration iiber den Phasenraum V' lésst sich dann
folgendermaflen schreiben:

1= [dr= [ @ oo (@) @)
10@) = Z M (@), @) (32

wobei p die Phasenraumdichte ist und @ fiir die 3n — 4 Phasenraumvariablen
steht. Zur Berechnung wird eine Monte-Carlo-Methode angewendet. Dabei wer-
den zufillig Phasenraumpunkte ®; ausgewéhlt und der Integrand an dieser Stelle
ausgewertet, bis der statistische Fehler hinreichend klein ist. Ein Problem, das da-
bei auftreten kann, hangt mit den Polstellen bzw. Resonanzen der Propagatoren
zusammen. In diesen Bereichen des Phasenraums variiert der Integrand stark, was
zu numerischer Ineffizienz fiihrt. Eine mogliche Losung dieses Problems besteht
darin, Phasenraumpunkte in den kritischen Bereichen héufiger auszuwéhlen. In
anderen Bereichen, in denen der Integrand einen flachen Verlauf zeigt, reichen
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dagegen wenige Phasenraumpunkte fiir einen kleinen statistischen Fehler aus.
Dieses Verfahren nennt man auch ,Importance Sampling“. Praktisch wird dies
mit einer Variablentransformation erreicht:

®=h(), 0<r<l (3.3)

Das Integral sieht dann folgendermafien aus:

[ )
I‘Admmwy

1 oh(r)
7g(ki(@)):p(ki<¢>) or

g ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Phasenraumpunkte. Wahlt man h so, dass
der Verlauf der Funktionaldeterminante dem Verlauf von f dhnelt, wird der Inte-
grand gewissermafen gegliattet. Die Abbildung ® wird auch ,,Mapping® genannt.

Als Integrationsvariablen bieten sich die Impulsquadrate in den Propagator-
nennern an. Fiir jede dieser Variablen wird eine Variablentransformation h;(r;)
gewdhlt, die den entsprechenden Propagator des quadrierten Feynmangraphen

glittet. Fiir einen Breit-Wigner-Propagator (o o W) erreicht man

, (3.4)

r=h—1(®)

dies mit:
hZ(T‘Z) = Mvr tan U1 + (’yg — yl)Ti + M‘Q/, (35)
2 min/max — M2
so dass MoT
g9(p®) = VV (3.7)

(g2 = y)[(p* — MP)* + MPIY ]
Man sieht, dass in der Ableitung der quadrierte Propagator wieder auftaucht,
und dieser sich daher im Integranden wegkiirzt.

Neben Propagatoren der Breit-Wigner-Form treten auch Photon- und Fer-
mionpropagatoren mit der Form o ﬁ auf, die weder eine Breite noch Masse
enthalten (da Fermionmassen vernachlissigt werden). Sie kénnen mit folgender
Abbildung geglattet werden:

PP =hi(r;) = [(0)maeri + (D) min (1 — 1)) 77,
o 1—v ,
A T e T

p2 = hi(r;) = exp [hl (p2)max7“i +1In (pQ)mm(l - 7’1)} )

[0 (p?)maz — 0 (P?)min] (P?)
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Fiir v = 2 wird der Propagatornenner gekiirzt. Dies ist allerdings nicht unbedingt
die beste Wahl, weil sich die Pole durch andere Effekte bereits teilweise wegheben.
Ein Wert in der Nédhe 1 erweist sich als zweckméfiger.

In beiden Fillen kann p? sowohl raumartig als auch zeitartig sein. Somit
konnen alle Propagatoren eines Feynmangraphen gegléttet werden.

Alle anderen Integrationsvariablen werden durch Winkel beschrieben. Fiir sie
wird keine starke Variation des Integranden erwartet, und insofern wird fiir sie
kein ,Importance Sampling* durchgefiihrt, sondern einfach eine lineare Abbil-
dung gewéhlt. Aufgebaut wird der Phasenraum aus einer Zerlegung des Feynman-
graphen in Streuprozesse zweier Teilchen und Zerfélle von Teilchen. Am Beispiel
des folgenden Graphen soll dies illustriert werden. Fiir eine genauere Beschrei-
bung wird auf die Referenzen [18] und [19] verwiesen.

’Y?ZaW f1<p1)
V(Pa) ooy -

fa(p2)
‘ f3(p3)

v(ps) « fa(pa)

Die lorentzinvarianten Groflen, die in den Propagatoren auftreten, sind:

Pl = (p1+12)?, Dls = (p1+p2+p3)% t=(pp—pa)* (3.9)

Der erste Unterprozess ist die Streuung p, + p» — pi2s + ps. Dann wird eine
Lorentztransformation in das Ruhesystems des propagierenden Fermions (po3 =
0) durchgefithrt und der Zerfall p),; — p}y + p} betrachtet. SchlieBlich geht man
iber ins Ruhesystem des Vektorbosons (pj, = 0) und betrachtet den Zerfall
Piy — P+ py. So 1aBt sich das Phasenraumvolumen schreiben als:

/d(I) = / dp%Q/ dp%23/d¢p(paapb7p%2370)
0 p%z
></d¢d(p123,p§270)/d¢d(p127070)- (3.10)

Fiir pia3 wird die Abbildung (3.8) gewéhlt und fiir py2, je nachdem, ob es sich
um ein vy oder um W/Z handelt, Abbildung (3.8) bzw. (3.5). Die beiden Zerfélle

werden durch d¢, parammetrisiert und der Streuprozess durch dg,:

A(p2. m2 2\ 2 1
/daﬁd(p,m%,mg) - <p’7;912’m2> / d | deost,  (3.1)
0

tmaz
ddp(pas Py, mi, m3) = / / dt, (3.12)
/ . 4A((pa+pb )2, p2, p2)? t

min

39



wobei m; und msy die invarianten Massen der auslaufenden Teilchen eines Unter-
prozesses bezeichnen; A ist die Funktion

Mz, y, 2) = 2* +y* + 22 — 22y — 2yz — 2z, (3.13)

Die Winkel sind in den entsprechenden Ruhesystemen definiert. Uber sie wird
linear integriert, also mit ¢ = 27r; und cos = 2ry — 1. Um aus ihnen die Impulse
im Laborsystem zu gewinnen, miissen gegeignete Rotationen und Lorentzboosts
angewendet werden. Fiir ¢ wird wie oben beschrieben ein ,Importance Samp-
ling* durchgefiihrt. Die Grenzen sind bei diesem Prozess t,,i, = (pa + Pp)? — Pios
und t,,,, = 0, die sich daraus ergeben, dass sich der Streuwinkel des Prozesses
zwischen 0 und 180° bewegt.

Will man Schnitte anbringen, also bestimmte Bereiche des Phasenraums aus-
schlieflen, so ist dies besonders einfach fiir die Impulsquadrate, die in den Propa-
gatornennern auftreten. Da sie lorentzinvariant sind, sind Schnitte an sie in allen
Systemen giiltig. Winkel miissen jedoch noch in das Laborsystem transformiert
werden. Praktisch werden die Schnitte realisiert, indem zunéchst ein Ereignis, al-
so ein Phasenraumpunkt, generiert wird und dann, je nachdem, ob er unter den
Schnitt fallt, verworfen wird.

3.2 Multi-Channel-Methode

Im vorigen Abschnitt wurde beschrieben, wie man fiir einen bestimmten Feynman-
graphen, also einen einzelnen sogenannten Kanal, ein , Importance Sampling*
durchfiihrt. Da der Wirkungsquerschnitt allerdings auf Grund einer Vielzahl von
Graphen mit unterschiedlicher Topologie eine sehr komplexe Resonanzstruktur
aufweist, konnen die Resonanzen im Integranden f(k;(®)) von Gleichung (3.4)
nicht durch ein einziges ,,Mapping“ ® beschrieben werden. Daher wird fiir jeden
Feynmangraphen, also jede Resonanzstruktur, ein ,Mapping* ®; mit zugehoriger
Dichte g;(k;(®;)) definiert. Ein naives Vorgehen wire jetzt, beim Generieren der
Zufallszahlen jeweils ein , Mapping®“ g; zuféllig auszuwéahlen. Hinreichend ist dies
jedoch nicht, weil damit immer noch nicht alle Resonanzen mittels einer einzigen
Dichte im Nenner von Gleichung (3.4) gegléttet werden.

Die Multi-Channel-Methode 16st dieses Problem, indem sie alle Dichten g; zu
einer Gesamtdichte kombiniert:

ot = Y, gu(ki(®1)),
=1

1
9i(ki(®y))

wobei M die Anzahl der Abbildungen h; ist, die auch Kanéle genannt werden.
Setzt man dies nun in das Integral aus Gleichung (3.2) ein und fiihrt fiir jeden

= (@) | 250

, (3.14)

r=h;"' ()
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Kanal die Variablentransformation durch, so erhélt man:

I = Z/dq)lpl(ki<q)l>>gl<ki<q)l))w
=17V Jtot
I A (CCY))
B lz;/o ! Jot (3.15)

Auf diese Weise werden alle Kanile [ gleich haufig ausgewéhlt. Allerdings miissen
fiir jeden Phasenraumpunkt alle Gewichte berechnet werden. Dafiir steht g;,; im
Nenner, so dass alle méglichen Resonanzen und Polstellen gegléttet werden. Bei
den Prozessen ohne Bremststrahlung kénnen z.B. folgende Topologien auftreten:

ANNNYp—————— ANANNNS
\
1!\/\/\/\< \

Das letzte Diagramm, das einen Vierer-Vertex entélt, hat einen Propagator
weniger als die anderen Graphen. Das ,,Mapping* ergibt sich aus dem vorletz-
ten Graphen dadurch, dass man den t-Kanal-Propagator weglifit und fiir die
zugehorige Invariante eine flache Abbildung wahlt, also

h(T) - T(pQ)min + (1 - T)(pz)maxa
9% = (P maz — (0 )min- (3.16)

Bei Beriicksichtigung der Bremsstrahlungsdiagramme kommen noch weitere zehn
Topologien hinzu:

Sl S S
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Da es bei den Bremsstrahlungsprozessen Feynmangraphen gibt, die zwar die glei-
che Topologie aufweisen aber unterschiedliche Propagatoren besitzen, wurden
die Topologien mit allgemeinen Linien dargestellt. Entsprechend dem jeweiligen
Graphen wird dann ein passendes , Mapping* ausgewahlt. Auch hier treten Gra-
phen mit Vierer-Vertizes auf. Sie werden wiederum aus anderen Topologien durch
Weglassen des entsprechenden t-Kanal-Propagators und Abbilden der Invariante
mittels Gleichung (3.16) gewonnen. Aus den insgesamt 15 Topologien werden
schliefSlich durch Vertauschen &uflerer Beine und geeigneter Wahl der Abbildun-
gen (3.5) und (3.8) sdmtliche Kanile erstellt.

Da diese Abbildungen bereits die quadrierten Propagatoren enthalten, wer-
den mit dieser Methode Interferenzterme nicht beriicksichtigt. Hier kénnen Pro-
dukte verschiedener Propagatoren auftreten. Deren Pole bzw. Resonanzen liegen
allerdings an verschiedenen Stellen im Phasenraum. Daher kann nur einer der
Propagatoren verstirkt sein, so dass die Interferenzterme nicht den dominanten
Anteil ausmachen.

Nach der Auswertung des Integranden w; = 1]\11 g’:it an N Phasenraum-
punkten liefert die Monte-Carlo-Methode als Ergebnis fiir das Integral (3.2) bzw.
(3.15):

1 N
I= N;wj. (3.17)

Der erwartete Fehler ist:

1 N 2 T
_ =30 Wt — ]2
6T = \/NZJ—}VJ : (3.18)

Um die Integration noch effizienter zu gestalten, wird eine Methode verwendet,
die in Referenz [20] beschrieben ist. Bisher wurden alle Kanile mit der gleichen
Haufigkeit ausgewéhlt (siehe Gleichung (3.14)). Man kann jedoch fiir jeden Kanal
ein bestimmtes Gewicht oy > 0 (,,a priori weight*) festlegen, das der Wahrschein-
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lichkeit entspricht, mit dem dieser Kanal ausgewahlt wird:

M M
Jtot = Z&lgl(ki(‘bl)), ZOQ =1. (3.19)
=1 =1

Da zunéchst keine besonders giinstigen Werte dieser Gewichte bekannt sind, wird
die ,,adaptive optimization“ Methode angewendet, in der die anfinglichen Ge-
wichte im Laufe der Integration optimiert werden. Nach der Berechnung fiir einige

2
Phasenraumpunkte wird die Groéfie Z;VZI (ﬁ) durch die Wahl neuer Gewichte

oy minimiert. Dadurch wird auch der Monte-Carlo-Fehler (3.18) geringer.

Die Umsetzung der Integration in ein Fortran-Programm wurde bereits in ,,Ra-
coonWW* [7] durchgefiihrt. Dessen Integrationsteil konnte daher weitgehend
iibernommen und entsprechend modifiziert werden.
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Kapitel 4

Numerische Ergebnisse

Die Wirkungsquerschnitte werden mit folgenden Standardmodell-Parametern be-
rechnet [21]:

My = 80.419GeV, Iy = 2.12GeV,
M, = 91.1882GeV, Iy = 24952GeV,
G, = 1.16639x 107°GeV 2 «a, = 1.1181. (4.1)

I'yy und I'; bezeichnen die Zerfallsbreiten der W- und Z-Bosonen. Die elektro-
magnetische Kopplungskonstante o = €2 /(47) wird aus der Fermikonstante ge-
wonnen,

_ \/iGuMI%VS%/V.

- (4.2)

OéG#

Damit ist eine einfache Wahl getroffen, um die Reproduzierbarkeit durch andere
Rechnungen wie z.B. mit Madgraph zu erleichtern. Um dem Laufen der Kopp-
lung durch Renormierungseffekte Rechnung zu tragen, wére der korrekte Weg
bei CC-Prozessen eine Skalierung des Wirkungsquerschnittes mit Oz(O)ZoﬂGH fiir
vy — 4fv bzw. a(0)3a2GN fiir vy — 4f, weil die Kopplungen von zwei bzw. drei
reellen Photonen und zwei Kopplungen von virtuellen W-Bosonen an Fermionen
vorkommen. Fiir NC Prozesse ist die Wahl hingegen nicht so eindeutig, da sowohl
ein virtuelles Photon als auch ein virtuelles Z-Boson beteiligt ist.

Zunichst werden gewisse Schnitte an Fermion- und Photonenergien und an
Winkel definiert. Dies ist zum einen notwendig, um mit dem Experiment ver-
gleichen zu konnen, da Teilchenspuren erst ab einer gewissen Mindestenergie der
Teilchen rekonstruiert werden konnen und da die Detektoren auch nur eine be-
grenzte Winkelauflosung besitzen. Zum anderen sind die Prozesse mit Photonab-
strahlung auf Grund von infraroten und kollinearen Divergenzen nicht endlich,
wenn iiber den gesamten Phasenraum integriert wird. Nur wenn man Bereiche,
in denen das Photon eine Mindestenergie unterschreitet oder in einem zu kleinen
Winkel von einem Fermion abgestrahlt wird, ausschlief$t, erhélt man ein physika-
lisch sinnvolles Ergebnis. Die gleiche Uberlegung gilt auch fiir den Prozess ohne
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Photonabstrahlung, weil Fermionmassen aus den in der Einleitung genannten
Griinden vernachléssigt werden und daher ebenso kollineare Divergenzen auf-
treten. Fiir alle numerischen Ergebnisse dieser Arbeit werden folgende Schnitte
verwendet (/=Lepton, g=Quark):

E; > 10GeV, E, > 10GeV, E, > 10GeV,

m(q,q') > 10GeV, 0(1,1') > 5°, 0(l,q) > 5°,

0(l,~) > 5°, 0(q,7y) > 5°, 0(1, Strahl) > 5°,

(g, Strahl) > 5°,  6(v, Strahl) > 5°. (4.3)

Als Breitenschema wird aufler in Abschnitt 4.3 die feste Breite verwendet.

4.1 Vergleich mit Madgraph/Whizard

Der totale Wirkungsquerschnitt wird mit Formel (3.15) und den entsprechenden
Matrixelementen aus Kapitel 2 berechnet und der statistische Fehler der Integra-
tion aus Gleichung (3.18). Umgesetzt sind die Formeln in ein Fortran-Programm
mit dem Namen ,,DoubleGam*“. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 4.1 und 4.2
bei Schwerpunktsenergien von 500 GeV bzw. 1000 GeV und fiir die in Tabelle 2.1
klassifizierten Endzusténde zu sehen. Die Monte-Carlo-Integration wurde durch-
gehend mit 107 Ereignissen durchgefiihrt. Der statistische Fehler ist jeweils in
Klammern angegeben und bezieht sich auf die letzten beiden Ziffern. Wie zu er-
warten, sind die Wirkungsquerschnitte der Prozesse mit geladenem Strom sehr
viel grofler als diejenigen, in denen lediglich Photonen und Z-Bosonen ausge-
tauscht werden. Die Schwelle fiir die Produktion zweier resonanter W-Bosonen
liegt zwar bei etwa 161 GeV.

Zur Kontrolle der Rechnung wurde das Programm Madgraph in Kombina-
tion mit den Monte-Carlo-Integrations-Programm Whizard [22] (in der Version
1.21) herangezogen. Deren Resultate sind ebenfalls in Tabelle 4.1 und 4.2 dar-
gestellt. Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung in allen Féllen innerhalb 1 —
20. Weiterhin sollte erwahnt werden, dass der statistische Fehler der Kombina-
tion Whizard/Madgraph, deren Berechnung ebenfalls mit 107 Ereignissen durch-
gefithrt wurde, fiir die Prozesse mit vier Teilchen im Endzustand kleiner ist,
bei fiinf Teilchen jedoch meistens grofler. Letzteres zeigt sich insbesondere bei
den NC-Prozessen. Aus Referenz [14] geht hervor, dass Photon-Propagatoren,
die in dem Zerfall v — ff vorkommen, in Whizard (Version 1.21) nicht durch
ein Mapping geglattet werden. Da Diagramme mit Photon-Propagatoren in NC-
Prozessen einen grofleren Anteil am Wirkungsquerschnitt ausmachen als in CC-
bzw. NC/CC-Prozessen, in denen sie entweder nicht vorkommen oder Diagram-
me mit W-Propagatoren dominieren, erklart sich, dass der statistische Fehler bei
Whizard in diesem Fall grofler ist.

Beim Vergleich der Geschwindigkeit der numerischen Integration zeigt sich,
dass das Programm ,DoubleGam®“ im Allgemeinen um einen Faktor zwei bis
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zehn schneller ist. Insbesondere bei Prozessen mit vier Teilchen gleichen Flavors,
die eine Vielzahl von Diagrammen beeinhalten, ist ,DoubleGam“ um mehr als
eine Groflenordnung schneller. Dies lédsst sich zum grofien Teil auf die kompak-
teren Formeln der Helizitdtsamplituden zuriickfiithren. Lediglich bei den CC- und
NC/CC-Prozessen ist ,DoubleGam*® langsamer, weil hier die Formeln direkt mit
Mathematica generiert und nicht mehr wesentlich vereinfacht wurden.

Da die Kombination Whizard/Madgraph in der hier benutzten Version keine
Gluonaustauschdiagramme beriicksichtigen kann, wird der Wirkungsquerschnitt
nur ohne diese Diagramme verglichen. Es zeigt sich jedoch, dass diese Diagramme
auf Grund der Grofle der starken Kopplung bei Prozessen mit neutralem Strom
den grofiten Teil des Wirkungsquerschnittes ausmachen und auch bei NC/CC-
Prozessen einen signifikanten Beitrag liefern.

4.2 Abhingigkeit von der Schwerpunktsenergie

In den Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 ist der Wirkungsquerschnitt als Funktion
der Schwerpunktsenergie fiir jeweils einen NC-, einen CC- und einen NC/CC-
Prozess ohne bzw. mit Bremsstrahlung dargestellt. Die Wirkungsquerschnitte
der NC-Prozesse sind deutlicher kleiner als die der CC- und NC/CC-Prozesse,
da bei ihnen lediglich ein resonanter Propagator (des Z-Bosons) auftritt, und
nicht zwei (W-Propagatoren), wie bei den anderen Prozessen. Der Unterschied
in der GroSenordnung bei den CC-Prozessen vy — e*vud(y) im Vergleich zu

den NC/CC-Prozessen vy — uudd(~y) lasst sich durch den Farbfaktor der Quarks
erkldren, der im ersten Fall N, = 3 und im zweiten N, = 9 betrégt.

Der unterschiedliche Anstieg des Wirkungsquerschnittes fiir 2 — 4-Prozesse
im Vergleich zu 2 — 5-Prozessen im Fall von CC und NC/CC hat im Wesent-
lichen kinematische Ursachen. Oberhalb von etwa 161 GeV ist die Produktion
zweier W-Bosonen moglich. Aus deren Zwei-Teilchen-Phasenraum ergibt sich ein

Faktor g =14/1 — %. Bei den 2 — 5-Prozessen hingegen machen sich Effekte
eines Drei-Teilchen-Phasenraums bemerkbar, so dass der Anstieg langsamer er-
folgt. Der Abfall oberhalb des Maximums zeigt beim 2 — 4-NC-Prozessen ein
L_Verhalten, was aus der Kinematik zu erwarten ist. Bei den CC- und NC/CC-
Prozessen hingegen verhilt sich der Wirkungsquerschnitt wie 1“75 Dies hat seinen
Grund in der YW W-Kopplung, die proportional zum Impuls ist, so dass der Wir-
kungsquerschnitt der Reaktion 7y — WW oberhalb der Schwelle fiir W-Paar-
Produktion nahezu konstant ist [4]. Allerdings ist der differentielle Wirkungs-
querschnitt auf Grund der t-Kanals insbesondere in Vorwérts- und Riickwérts-
Richtung sehr grof. Durch Schnitte an den Winkel relativ zur Strahlachse wird
daher der Wirkungsquerschnitt verkleinert. Je hoher die Energie der W-Bosonen,
um so grofler ist auch ihr Lorentzboost und um so grofler die Tendenz, dass die
Fermionen, in die sie zerfallen, auch in Strahlrichtung emittiert werden. Somit
erklart sich, dass der totale Wirkungsquerschnitt oberhalb der Schwelle nicht
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konstant ist, sondern auf Grund der Schnitte abfillt.

Dass die Wahl der Schnitte einen Einfluss auf den Wirkungsquerschnitt hat,
sieht man z.B. am 2 — 4-NC-Prozess. In Abbildung 4.1 sind sowohl der volle
Wirkungsquerschnitt als auch derjenige, bei dem nur die Diagramme mit Photon-
Austausch berticksichtigt wurden, dargestellt. Unterhalb des Maximums des vol-
len Wirkungsquerschnitts verliuft dieser nicht glatt, was durch die Uberlagerung
der Photon- und Z-Beitrige zu erkliaren ist. An welcher Stelle das Maximum des
Wirkungsquerschnittes dieser Diagramme liegt, hdangt davon ab, welche Minde-
stenergie fiir die Fermionen verlangt wird. In diesem Fall betrigt sie 10 GeV,
so dass der Wirkungsquerschnitt unterhalb von 40 GeV auf Null abfallt. Waren
keine Mindestenergien fiir Fermionen spezifiziert, so stiege er hingegen fiir kleine
Energien immer weiter an. Die Schwelle fiir Z-Diagramme hingt ebenfalls von
den Schnitten ab, weil zu deren Produktion sowohl die Energie M, als auch
noch die Energie fiir zwei weitere Fermionen, also 20 GeV, notwendig ist, so dass
die Schwelle bei etwa 110 GeV liegt. In Abbildung 4.3 ist auch der Einfluss der
Diagramme mit Gluon-Austausch zu sehen. Unterhalb der Schwelle fiir W-Paar-
Produktion dominieren sie, oberhalb liefern die Diagramme mit W-Austausch
den groBiten Beitrag zum Wirkungsquerschnitt.

o] T T olfb] 12 —TT
50 F vy —eteTui 1 vy — eTeTuly
40 0.8 |
30 0.6 |
20 04
10 0.2
0 0 | | | |

0 200 400 600 800 1000

V3[GeV]

Abbildung 4.1: Totaler Wirkungsquerschnitt der Prozesse vy — eTe ut(y) als
Funktion der Schwerpunktsenergie

4.3 Breitenschemata

In den Tabellen 4.3, 4.4 und 4.5 werden fiir einen NC-, einen CC- und einen
NC/CC-Prozess Wirkungsquerschnitte, die mit den in Abschnitt 2.7 definierten
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Abbildung 4.2: Totaler Wirkungsquerschnitt der Prozesse 7y — e ud(y) als
Funktion der Schwerpunktsenergie

Breitenschemata berechnet wurden, miteinander verglichen. Insbesondere ist der
Vergleich mit dem Schema komlexer Massen interessant, weil dies als einziges eich-
invariant ist. Es stellt sich heraus, dass die Ergebnisse bei den 2 — 4-Prozessen
fiir die verwendeten Energien von 500 GeV bis 1000 GeV innerhalb des statisti-
schen Fehlers iibereinstimmen. Die Untersuchung entsprechender Reaktionen in
ete -Kollisionen hatte gezeigt, dass bei einer laufenden Breite erhebliche Abwei-
chungen, also Eichinvarianz verletzende Effekte, auftreten konnen [13]. In den
2 — b5-Prozessen tritt jedoch genau dieser Effekt auf. Bei hohen Energien lie-
fert das Schema mit laufender Breite in den CC- und NC/CC- Prozessen falsche
Ergebnisse; in den NC-Prozessen ist die Abweichung nicht signifikant, da hier
nur ein massiver Propagator und nicht drei, wie bei Reaktionen mit W-Bosonen,
auftritt.

Im Allgemeinen ist die Frage der Eichverletzung durch Propagatorbreiten sehr
komplex. Dass es in diesem Fall keine signifikante Abweichung zwischen der fe-
sten Breite und dem Schema mit komplexen Massen gibt, kann jedoch wie folgt
verstanden werden: Der einzige Unterschied besteht im Sinus (sy) und Cosi-
nus (cy) des schwachen Mischungswinkels. CC-Prozesse enthalten zwei bzw. drei
Kopplungen von Photonen, die proportional zu e sind, und zwei Kopplungen von
W-Bosonen, die proportional zu i sind. Somit ist

£8(10)

4 b
Sw

[? o

|Mcc2—ae) (4.4)
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Abbildung 4.3: Totaler Wirkungsquerschnitt der Prozesse vy — uudd(y) als
Funktion der Schwerpunktsenergie (inklusive Gluon-Austausch-Diagrammen)

und damit A
(SW ) reell

‘-/\/ICC,kompl|2 = ‘-/\/ICC,reell‘2 (45)

(SW)kompl

Der Unterschied léasst sich abschatzen durch
Ty

) M2, — iMy Ty

512/V =1—cy, (CIQ/V)kompl = My —iMsTy (C%/V)reell(l + O(Mz ). (4.6)
w

Der Unterschied liegt also hochstens im Promille-Bereich. Bei NC-Prozessen tre-
ten vor den verschiedenen Graphen unterschiedliche Funktionen von sy und ¢y
auf. Das Verhéaltnis der Wirkungsquerschnitte muss allerdings wieder eine Summe

von Termen sein, die % enthalten, so dass die Abweichung wieder von der
omp
. rz, . . . S
GroBenordnung 74~ ist. Im Gegensatz hierzu unterscheiden sich in den anderen
w

beiden Schemata auch die Propagatornenner. Bei der laufenden Breite fiihrt dies
2

dazu, dass die Abweichungen von der Gréenordnung O( f (QZ)L—";’) sein konnen.
w

Daraus fogen die bei hohen Energien auftretenden Fehler dieses Schemas.

4.4 Differentielle Wirkungsquerschnitte

Neben totalen Wirkungsquerschnitten sind differentielle Wirkungsquerschnitte
weitere interessante physikalische Observable. In Abbildung 4.4 ist deren Abhén-
gigkeit von der invarianten Masse des ud-Paares in der Reaktion vy — e*v.ud
gezeigt. Sie entspricht der Masse des W-Bosons, aus dessen Zerfall die beiden

49



Quarks stammen. Die Reaktion 7y — etv.ud, die in dieser Arbeit dquivalente
Reaktion vy — ;ﬁl/uua und die CP-transformierten Reaktionen erlauben also im
Prinzip eine Bestimmung der Masse und der Zerfallsbreite des W-Bosons, zumal
sie ein klares Signal im Detektor hinterlassen (fehlende Energie und fehlender
Impuls vom Neutrino, ein Elektron oder Myon und zwei hadronische Schauer).
Auflerdem ist in Abbildung 4.4 die Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes vom
Winkel zwischen Strahlachse und der durch das ud-Paar definierten Richtung
gezeigt. Es zeigt sich, dass das W-Boson vorzugsweise in Strahlrichtung emittiert
wird, was, wie bereits in Abschnitt 4.2 erwéhnt, am t-Kanal-Propagator liegt.

da[fb} do—[fb]

dM 4 GeV dcosOy,q L GeV
800 = x 7 12000k kS
700 vy — etreud x X - L
600 . X ] 10000 vy — e veud -
500 x = _ 8000 |- -
X
X

400 . x . 6000 | 7
300 x x -

x x 4000 _
200 |- X X = x x
100 M &M; o <
P sas L L L L 0 bo00000000000k000000

76 78 80 82 84 -1 —0.5 0 0.5 1
V5[GeV] V's[GeV]

Abbildung 4.4: Verteilung der invarianten Masse und des Winkels zur Strahlachse
des ud-Paares in der Reaktion vy — etreud
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DoubleGam Whizard + Madgraph
vy — o4s(fb] Oafiy[f0] our[fb] a4 /0]
e vt | 882.40(62) | 43.400(44) 882.52(24) | 43.317(33)
e"ety,v, 1.87625(93) 0.11262(12) 1.87681(67) 0.11251(17)
eetput || 20.610(47) | 1.1662(32) 20.717(27) | 1.1814(83)
e-ete et | 10.093(23) | 0.5647(17) 10.103(13) | 0.5663(41)
eetu, | 883.73(81) | 43.449(45) | 884.35(25) | 43.417(34)
evoud || 2511.2(2.2) | 106.53(12) || 2510.09(81) | 106.488(87)
veZouii || 1.28049(72) | 0.034153(40) | 1.28075(48) | 0.034090(55)
veedd || 0.102626(63) | 0.00068453(86) || 0.102643(41) | 0.0006820(11)
eetun | 14.958(27) | 0.7157(17) || 15.010(13) | 0.7075(53)
eetdd | 5.0681(50) | 0.20576(44) | 5.0740(28) | 0.2952(10)
udsé 7116.3(7.5) | 253.26(30) || 7105.8(2.7) | 253.93(21)
wiic 11.162(17) | 0.33991(77) | 11.1742(87) | 0.3388(41)
mit Gluon || 1665.4(4.3) 38.88(12) - -
uiiss 3.5558(37) | 0.09780(16) | 3.5560(21) | 0.09742(46)
mit Gluon || 446.1(1.1) 7.129(22) - -
ddss | 0.53246(43) | 0.0051126(78) || 0.53232(26) | 0.005075(64)
mit Gluon | 103.93(27) |  0.6080(20) ] ]
uiui 5.5301(80) | 0.16763(38) | 5.5373(47) | 0.1653(20)
mit Gluon || 834.5(2.1) 19.433(67) - -
dddd || 0.26372(20) | 0.0025335(40) | 0.26391(14) | 0.002529(27)
mit Gluon 52.12(13) 0.3050(10) - -
uidd 7119(12) 253.48(32) | 7119.0(2.8) | 254.04(21)
mit Gluon 7563(12) 260.49(34) - -

Tabelle 4.1: Bornsche Wirkungsquerschnitte fiir vy — 4f() bei /s = 500 GeV

ohne bzw. mit Gluonaustauschdiagrammen
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DoubleGam Whizard + Madgraph
vy — o4s(fb] Oafiy[f0] ous[fb] a4 /0]
e Tt | T97.24(67) | 55.065(85) | 797.25(20) | 55.084(49)
ety | 0.79218(41) | 0.067009(97) | 0.79216(28) | 0.066917(95)
eetuut || 6.352(10) 0.4994(13) | 6.3729(91) |  0.4886(40)
eete et | 3.1072(51) | 0.24008(67) | 3.1090(40) | 0.2391(20)
e etun | TO7.82(86) | 55.193(87) || 797.78(29) | 55.036(49)
evoud || 2113.1(2.3) | 133.87(23) || 2111.98(98) | 133.86(13)
vezouii || 0.54071(31) | 0.020282(31) || 0.54045(20) | 0.020296(30)
vedd || 0.043337(26) | 0.00040641(67) | 0.043322(17) | 0.00040779(67)
eetui | 5.2020(67) | 0.35093(34) | 5.2146(50) | 0.3508(29)
eetdd | 20702(21) | 0.16787(20) | 2.0704(12) | 0.16814(49)
udsc 5659.2(7.5) | 325.49(64) || 5658.4(2.9) | 325.31(31)
ufice 4.3465(47) | 0.17626(39) | 4.3610(35) | 0.1759(12)
mit Gluon || 531.2(1.0 16.745(47) - -
ufiss 1.5375(15) | 0.05645(10) || 1.53999(95) | 0.05599(25)
mit Gluon || 145.84(26) 3.2588(89) - -
ddss | 0.24530(19) | 0.0029508(56) | 0.24550(14) | 0.002864(39)
mit Gluon | 33.171(64) | 0.26219(73) ] ]
uiui 2.1555(23) | 0.08714(20) || 2.1576(17) | 0.08753(85)
mit Gluon || 266.28(51) 8.415(26) ] ]
dddd | 0.121742(92) | 0.0014574(28) || 0.121812(67) | 0.001450(15)
mit Gluon || 16.643(31) 0.13157(39) - -
uadd 5653(12) 324.83(67) | 5662.7(3.0) | 325.24(32)
mit Gluon 5798(12) 328.31(68) - -

Tabelle 4.2: Bornsche Wirkungsquerschnitte fiir vy — 4f() bei /s = 1000 GeV
ohne bzw. mit Gluonaustauschdiagrammen
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o(yy — e eruut)

Vs[GeV] 500 800 1000 2000 10000

Feste Br. | 20.610(47) | 9.352(17) | 6.352(10) | 0.7005(17) | 0.001698(29)
Stufenbr. | 20.610(47) | 9.352(17) | 6.352(10) | 0.7005(17) | 0.001698(29)
Laufende Br. | 20.609(47) | 9.351(17) | 6.352(10) | 0.7004(17) | 0.001698(29)
Kompl. M. | 20.609(47) | 9.352(17) | 6.352(10) | 0.7005(17) | 0.001698(29)

o(yy —e e u )

Vs[GeV] 500 800 1000 2000 10000

Feste Br. | 1.1662(32) | 0.6670(17) | 0.4994(13) | 0.04474(30) | 0.0000282(19)
Stufenbr. | 1.1665(32) | 0.6666(17) | 0.4993(13) | 0.04484(29) | 0.0000282(19)
Laufende Br. | 1.1697(32) | 0.6661(17) | 0.5001(13) | 0.04425(27) | 0.0000237(17)
Kompl. M. | 1.1676(32) | 0.6664(17) | 0.4994(13) | 0.04439(28) | 0.0000282(19)

Tabelle 4.3: Bornsche Wirkungsquerschnitte fiir verschiedene Schwerpunktsener-

gien und verschiedene Schemata der Propagatorbreite (NC-Prozess)

o(yy — e vevpt)

Vs|GeV] 500 800 1000 2000 10000
Feste Breite | 882.40(62) | 841.87(66) | 797.24(67) | 407.87(52) | 9.086(75)
Stufenbreite | 882.57(62) | 842.04(66) | 797.38(67) | 407.92(52) | 9.086(75)
Laufende Breite | 882.47(62) | 841.95(66) | 797.30(67) | 407.84(52) | 9.082(75)
Kompl. Massen | 882.22(62) | 841.70(66) | 797.07(67) | 407.79(52) | 9.084(75)

o(yy = e vevup’y)

Vs[GeV] 500 800 1000 2000 10000
Feste Breite | 43.409(44) | 52.760(70) | 55.065(85) | 37.68(14) | 1.524(64)
Stufenbreite | 43.423(44) | 52.848(70) | 55.30(15) | 37.73(14) | 1.524(64)
Laufende Breite | 43.457(45) | 52.886(71) | 55.42(15) | 38.83(56) | 4.41(16)
Kompl. Massen | 43.400(44) | 52.749(70) | 55.053(85) | 37.67(14) | 1.523(64)

Tabelle 4.4: Bornsche Wirkungsquerschnitte fiir verschiedene Schwerpunktsener-
gien und verschiedene Schemata der Propagatorbreite (CC-Prozess)
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o(yy — uudd)

V3[GeV) 500 800 1000 2000 10000
Feste Br. | 7563(12) | 6518(12) | 5798(12) | 1040.7(5.2) | 5.30(34)
Stufenbr. | 7564(12) | 6519(12) | 5799(12) | 1040.8(5.2) | 5.30(34)
Laufende Br. | 7563(12) | 6518(12) | 5797(12) | 1040.3(5.2) | 5.29(34)
Kompl. M. | 7561(12) | 6517(12) | 5797(12) | 1040.5(5.2) | 5.30(34)

o(yy — uaddy)

VslGeV 500 800 1000 2000 10000
Feste Br. | 260.49(34) | 320.17(54) | 328.31(68) | 52.98(47) | 0.077(15)
Stufenbr. | 260.52(34) | 320.26(54) | 328.40(68) | 52.86(46) | 0.077(15)
Laufende Br. | 260.37(34) | 320.07(55) | 328.28(68) | 54.49(47) | 0.363(13)
Kompl. M. | 260.57(34) | 320.01(54) | 328.23(68) | 52.99(47) | 0.077(15)

Tabelle 4.5: Bornsche Wirkungsquerschnitte fiir verschiedene Schwerpunktsener-
gien und verschiedene Schemata der Propagatorbreite (CC/NC-Prozess)
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden alle Prozesse vy — 4f und vy — 4f~ auf Born-Niveau
berechnet. Fermionmassen wurden dabei vernachléssigt. Es zeigte sich, dass der
Weyl-van-der-Waerden-Spinor-Formalismus fiir diesen Zweck besonders gut ge-
eignet ist, da in ihm alle Gréen eines Matrixelementes durch ein einziges mathe-
matisches Objekt ausgedriickt werden, was analytische Umformungen erleichtert.
So konnten die Formeln fiir NC-Prozesse in kompakter Form angegeben werden,
und auch die CC-Prozesse vy — 4f waren noch analytisch behandelbar. Die Ma-
trixelemente wurden numerisch mit denjenigen des Programmpaketes Madgraph
verglichen und volle Ubereinstimmung gefunden.

Weiterhin wurde fiir die Phasenraumintegration ein Monte-Carlo-Programm
geschrieben, das mit Hilfe der Multi-Channel-Methode den numerischen Fehler
der Integration verkleinert. Hierbei konnten wesentliche Teile aus ,,RacoonWW*
[7] iibernommen werden. Die Wirkungsquerschnitte stimmen mit denjenigen, die
mit den Programmen Whizard und Madgraph berechnet wurden, innerhalb des
statistischen Fehlers iiberein.

Diskutiert wurden schliefflich verschiedene Moglichkeiten, die Propagatorbrei-
te einzubeziehen. Dabei zeigte sich, dass dhnlich wie bei den Reaktionen ete™ —
4f() eine laufende Breite zu falschen Ergebnissen bei den Prozessen vy — 4f~
fithrt. Fiir eine konstante Breite stimmen die Wirkungsquerschnitte jedoch mit
dem Schema der komplexen Breite, das die Eichinvarianz erhélt, praktisch iibe-
rein.

Im Prozess vy — 4f~ wurden weiche und kollineare Photonen durch ent-
sprechende Schnitte ausgeschlossen, das abgestrahlte Photon also als ein detek-
tierbares Teilchen angesehen. Die Beriicksichtigung der weichen und kollinearen
Photonen liefert hingegen die reellen Korrekturen zum Prozess vy — 4f, so dass
die Ergebnisse dieser Arbeit auch als ein Bestandteil der Berechnungen der O(«)-
Korrekturen zum Prozess 7y — 4f angesehen werden konnen.
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Anhang A

Schouten-Identitat

In zwei Dimensionen gibt es keinen antisymmetrischen Tensor mit gré8erem Rang
als 2. Wird aus dem Tensor € aus Gleichung (2.4), der das Spinorprodukt definiert,
ein Tensor mit Rang 3 oder hoher gebildet, der antisymmetrisch in den Indizes
B,C und D ist, so muss dieser verschwinden:

(ABCD] _ ABCD | ACDB | AD_BC _ (A1)

Y

was man auch leicht explizit nachrechnen kann und eine sogenannte Schouten-
Identitét ist. Durch Multiplikation mit ¢4 p€cnp ergibt sich Gleichung (2.10):

(ov)(En) + (D&) () + (¢m)(W&) = 0. (A.2)

Fiir analytische Umformungen der Helizitdtsamplituden ist diese Identitét sehr
niitzlich. In der Praxis erweist es sich als hilfreich, die Schouten-Identitit auch
in anderen Schreibweisen zu benutzen, die aus der urspriinglichen Form durch
einfache Umformung hervorgehen:

$AUP — Byt = AB(Y),  dat® — $Bha = 65 (p0) (A3)
(o) (¢ém) ()

GEEn) ~ Toevem e &) (4-4)

<pakpb> _ <pakpc> + 2pak<pbpc> (A5)

<papb> B <papc> <papc><papb>7

wobei p,k fiir das Lorentz-Produkt steht und wieder die Abkiirzung (2.38) benutzt
wurde. Der Impuls k£ tritt oft als Summe verschiedener Impulse auf. Diese Formeln
gelten natiirlich auch fiir die komplex konjugierte Darstellung.
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